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Résumé 

We study orbital intégrais and invariant cigcndistributions for the 
symmetric pair (g, [)) = (0[(4, R), fll(2, M) x 0[(2,M)). Let q = and 
let M be the set of nilpotents of q. We first obtain an asymptotic beha- 
vior of orbital intégrais around nonzero semisimple éléments of q. We 
study eigendistributions around such éléments and give an explicit ba- 
sis of eigendistributions on q — A/" given by a locally integrable function 
on q — A/". 
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Introduction 

Dans cet article, nous étudions les intégrales orbitales des fonctions de 
classe C°° à support compact et les distributions propres invariantes pour la 
paire symétrique (g[(4, M), g[(2, R) x 0[(2,IR)). 

De tels objets sont parfaitement décrits pour les algèbres de Lie 
réductives gi ( correspondant à la paire symétrique (gi x gi, diagonale)) 
par les travaux d'Harish-Chandra puis de A. Bouaziz, et pour les paires 
symétriques de rang 1 à travers les travaux de nombreux auteurs dont 
P.D. Méthé, A. Tengstrand, J. Faraut et G. van Dijk. Par ailleurs, J. Seki- 
guchi a déterminé la liste des paires symétriques pour lesquelles il n'existait 
pas de distributions propres invariantes à support dit singulier c'est-à-dire 
dans le complémentaire dans q de l'ouvert dense c\^^^ des éléments réguliers 
de q. 

Hormis ces situations, les propriétés des intégrales orbitales et des distri- 
butions propres invariantes sont peu connues dans le cadre général des paires 
symétriques quelconques. Le travail présenté ici donne un premier exemple 
d'étude précise et explicite de tels objets pour une paire symétrique de rang 
supérieure à 2. 
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On considère le groupe G = GL(4, M) et son algèbre de Lie g = 51(4,] 
munis de l'involution a définie par (j{X) = ^ ] X ^ 



-h J \ -h 
où I2 est la matrice identité 2x2. Soit g = © q la décomposition de g 
relative en sous-espaces propres pour a associés respectivement à +1 et — 1 
et H = GL{2,W) x GL(2,M) le sous-groupe de G des points fixés par a. 

L'intégrale orbitale d'une fonction / G C^(q) est la moyenne de / sur 
les ff-orbites des éléments semi-simples réguliers de q. Nous précisons tout 
d'abord le comportement des intégrales orbitales au voisinage de tout point 
semi-simple non nul. On note M le cône des éléments nilpotents de q et on 
fixe un caractère x régulier de l'algèbre S{q)^ des opérateurs iî-invariants à 
coeflttcients constants sur q. Nous obtenons des conditions nécessaires et suf- 
fisantes pour qu'une fonction localement intégrable sur U = (\ — N définisse 
une distribution Tp invariante et propre pour le caractère x sur lÂ, c'est- 
à-dire sastisfaisant, pour tout P E S{(\)^ , la relation d{P)TF = x{P)Tf 
sur U. Nous déduisons une base de distributions invariantes, propres pour 
le caractère x sur U données par une fonction localement intégrable sur lÂ 
et nous ferons quelques commentaires sur l'extension de ces solutions sur q. 

La paire symétrique (g, f)) figure dans la liste de J. Sekiguchi et corres- 
pond à la situation tangente de l'espace symétrique GL(4,M)/GL(2,R) x 
GL(2,M). Des résultats partiels concernant intégrales orbitales et distribu- 
tions sphériques sur GL(4, M)/GL(2,]R) x GL(2,M) ont été annoncés par 
S. Kato et S. Aoki dans ([!]), mais aucune preuve n'est explicitement donnée 
dans leur article ce qui ne nous a pas permis de comparer nos résultats. 

Précisons le contenu de cet article. 

La première partie est consacrée à l'étude des orbites sous H des 
éléments semi-simples et des sous-espaces de Cartan de q (c'est-à-dire formé 
d'éléments semi-simples de q, abélien et maximal pour ces propriétés) . Les 
//-orbites semi-simples de q sont uniquement déterminées par les polynômes 
Q{X) = tr{X^)/2 et S{X) = det{X) qui forment une base de l'algèbre C[q]^ 
des polynômes //-invariants sur q, ou encore par les valeurs propres u{X) et 

v{X) de YZ si X = 0^ ) ' fonctions u et v satisfont les relations 

u + v = Qetuv = S. 

La paire symétrique (g, f)) est de rang 2 et possède 4 classes de conju- 
gaison sous H de sous-espaces de Cartan selon la nature des valeurs propres 

u{X) et v{X) : a++, a_| et a sur lesquels les fonctions u et v prennent 

des valeurs réelles de signe constant et 02 sur lequel u et v sont complexes 
conjuguées. L'ensemble c\^^^ est formé des éléments semi-simples X dont les 
valeurs propres sont deux à deux distinctes ce qui équivaut à la condition 
u{X)v{X){u{X) — v{X)) 7^ 0. Le système de racines de chaque sous-espace 
de Cartan comporte deux racines positives de multiplicité 1 dont les carrés 
sont les fonctions 4n et 4f , et deux racines de multiplicité 2 dont le produit 
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est, à une fonction localement constante sur q*"*^^ près, la fonction u — v. 
Nous mettons en évidence des symétries entre ces sous-espaces de Cartan et 
définissons un isomorphisme iî-invariant de q qui renverse l'ordre d'Hiraï. 

Nous souhaitons étudier le comportement des intégrales orbitales et des 
distributions propres invariantes au voisinage des points semi-simples non 
nuls et non réguliers. Ces éléments, appelés semi-réguliers, sont les éléments 
semi-simples X £ q pour lesquels une et une seule des trois valeurs u{X), 
v{X) ou u{X) — v{X) est nulle ou de manière équivalente qui sont à l'inter- 
section d'exactement deux sous espaces de Cartan. 

Le paragraphe 1.4 est consacré à l'étude des centralisateurs des éléments 
semi- réguliers. Tout élément semi-régulier annulé par une racine de mul- 
tiplicité 1 (ce qui correspond à la situation u{X) = ou bien v{X) = 

avec u{X) ^ v{X)) est conjugué sous H à nn élément de a++ n ou de 

0-1 Ha Soient 31 et 32 les centralisateurs dans g de chacun de ces deux 

espaces. Alors m = 31 + 32 est une sous-algèbre de Lie cr-stable de g et la 
sous-paire symétrique (m, mPl fi) est isomorphe au produit de deux copies 
iï-conjuguées de (0l(2, M), g[(l, M) x gl(l,M)). Les éléments semi-réguliers 
annulés par une racine de multiplicité 2 ( ce qui correspond à la situation 
u{X) — v{X) = et u{X)v{X) 7^ 0) sont tous //-conjugués à un élément 

de o_|_-|_ n 02 ou de ■uj{a^+ Ci 02) = n /iq • 02 011 ho E H. Soit 33 et 34 les 

centralisateurs repectifs de ces deux espaces. On a alors les isomorphismes 
(33,33n[)) ~ {qI{2,R)xqI{2,R), diagonale) et (34,34nt)) ~ (0[(2, C), 0l(2, R)). 
De plus, on a q = 33 -I- 34 . 

L'intégrale orbitale M{f) d'une fonction / € C^(q) est la fonction H- 
invariante de classe C°° sur q''^^ donnée pour X G q^^^ par M{f){X) = 

\Ô{X)\ [ f{h ■ X)dh, où Ô{X) = u{X) - v{X) et Zh{X) est le cen- 

Jh/z„{x) 
tralisateur de X dans H. 

Pour étudier le comportement de M{f) au voisinage des points semi- 
simples non nuls, nous généralisons tout d'abord les résultats de T. Teng- 
strand et J. Faraut concernant les intégrales orbitales sur les hyperboloïdes 
(espace symétrique de rang 1) . Ceci fait l'objet de la partie 2. Etant donné 
une forme quadratique Q sur M", la fonction moyenne Mq^J) de f £ 
C^(M") introduite par J. Faraut ( [(i] appendice) est l'application Mq^J) G 

C°°(]R*) vérifiant pour tout F G C^^(M), la relation / Fo Q{x)f{x)dx = 

/ F{t)MQf{t)dt. Pour t G M*, on a MQ{f){t) = M*) + v{t)Mt)i où (j)o et 

sont des fonctions de classe C°° à support compact dans M et 77 est une 
fonction singularité dépendant de la signature de la forme quadratique Q. 

Nous généralisons ce résultat pour / G C^iW^ x M") en montrant qu'il 
existe $0 et $1 dans C^iW^ x M) vérifiant, pour tout (x,t) G M™ x M*, 
la relation MQ(f{x, ■)){t) = ^o{x,t) + r]{t)^i{x,t), et toute fonction du 
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type ^o{x,t) + r]{t)^i{x,t) avec $o et $i dans C^{W^ x M) est l'image 
Maifix, ■)){t) d'une fonction / G C^ÇR"^ x M'') (Théorèmes 2.1.2 et 2.1.3). 
Nous considérons également la moyenne Mqi (x i— )• MQ{f{x, .))) rela- 
tive à une forme quadratique Q' de M"^ (Théorèmes 2.2.1 et 2.2.1). 

En adaptant la méthode de descente d'Harish-Chandra à la paire 
symétrique (m, mPl i]), nous en déduisons le comportement des intégrales 

orbitales simultanément au voisinage des points non nuls de a++ n et 

o+_ n a (théorème 3.3.1) : 

Soit 'Hj^Qg l'espace des fonctions sur (M*)^ — diag de la forme 9?o(ii)*2) + 

log|ti|(^i(tl,t2) +log \t2\(pi{t2,ti) + log log \t2\^P2itl,t2) aveC ipo,ipi,ip2 £ 

'D{E? — diag) et ipo,^p2 symétriques. 

Soit Un, = H m n q = {X e c\;Q'^{X) - 4S{X) > 0}. Alors, pour tout 
/ € C^{H.^m n q), il existe une unique fonction Fj G T~(-iog ^^He que pour 
X G H ■'mnq''^3, l'on ait M{f){X) = Ff{u{X),v{X)) et l'application 
f ^ Ff est surjective de C^{H.^mr\ q) dans T-Lf^^. 

Les autres points semi-réguliers correspondent à la situation u{X) = 

v{X) et sont conjugués à un élément de o++na2 ou de /io.a2na avec ho E 

H. Contrairement à la situation précédente, ces deux cas ne peuvent être 
traités simultanément mais se déduisent l'un de l'autre par l'isomorphisme va 
de q. La méthode de descente classique de Harish-Chandra donne le résultat 
suivant. 

Soit Y la fonction d'Heaviside et soit T-L^^^ l'espace des fonc- 
tions sur R* X M de la forme a{T,w) + Y{—w)\w\^^'^b{T,w) avec 
a,b ^ C^{M* X M n {(r, u;);r^ > w} paires par rapport à r. On note 
Us = H (33 nq) = {X e q;S{X) > et Q{X) > -2,/S{X)}. Alors, 
pour tout / G C^{Us)-, il existe une unique fonction Gf G H^^^ telle 
que M{f)[X) = Gf{T,w), ceci pour tout X £ U3 Ci q^^^ tels que, pour 



2 + \/S{X) = et -^-y^ - y/S{X) = w avec > w. De plus 
l'application f ^ Gf est surjective de C^iJÀs) dans 7^^"*^. 

Les deux dernières parties sont consacrées à l'étude des distributions 
propres invariantes sur q. On fixe un caractère x de C[qc]''^'^ = C-[Q,S] ~ 
S{q)^ donné par deux complexes Ai et A2 vérifiant x{Q) = Ai -|- A2 et 
x{S) = A1A2 avec AiA2(Ai - A2) / 0. 

Dans la partie 4, nous décrivons les solutions analytiques du système 
suivant : {E^{q''''3)) pour tout P G C[qc]^'^ alors d{P)F = x{P)F sur g''^^. 

On fixe un sous-espace de Cartan a de q dont on note WHci<^c) le 
quotient du normalisateur de oc dans Hc par son centralisateur. Les 
opérateurs de Dunkl permettent de décrire l'action des composantes radiales 
des opérateurs d{Q) et d{S) sur l'espace des fonctions Whc{i^c)- invariantes 
. Plus précisément, notons ai et «2 les racines de multiplicité 1 de a dans 
g, alors, la fonction iï-invariante F sur q***^^ satisfait le système (^E-)^{q'^'^^)) 
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si et seulement si, pour tout sous-espace de Cartan a de q, on a 

où Lctj = ■^d{ai){aid{ai)). Cet opérateur est la composante radiale de 
l'opérateur de Laplace de la paire symétrique de rang un (so(2, l),so(l, 1)) 
(appendice A de [■^)]) lorsque la racine ai est réelle ou imaginaire. 

Les opérateurs Lqj et commutent car ai et «2 sont orthogonales, 
ainsi le système précédent se ramène à l'étude de ker(La^. — Aid) pour j = 1, 2. 
Via le changement de variable z = a|, nous montrons que ses solutions 
s'expriment à l'aide des solutions d'une part sur C et d'autre part sur M de 
l'équation de type Bessel (Ec) L^^ = 4z0 + 4^ = A$ . 

Un système fondamental de l'espace Sol(Lc, A) des solutions de {Eq) sur 
C — M_ est donné par une fonction analytique sur C et une fonction 
W\(z) = w\{z) + log{z)^\{z) où log(2:) désigne la détermination principale 
du logarithme et wx est une fonction analytique sur C. L'espace des solu- 
tions Sol{L, A) sur M* de l'équation 4t^^ + 4^ = A$ est engendré par les 
fonctions ^x{t) et Wl{t) = wx{t) + log \t\^x{t) avec i G M*. On constate en 
particulier que la solution Wx{z) ne se prolonge pas sur M* en W^{t) ce qui 
joue un rôle important par la suite. 

La fonction F solution de [Ey,{c]^^^)^ s'écrit alors sur chaque composante 

connexe de q^'^^ comme combinaison linéaire de fonctions — — — ^ ,^ .^^ 

u{X) — v{X) 

et ^^^j^'^}^^^'^^^^^^ où {A, B) parcourt Sol{L, Xi)xSol{L, A2) lorsque u{X) 
et v{X) sont réelles et Sol{Lc, Xi) x Sol{Lc, X2) sinon. 

Dans la partie 5, nous considérons une solution F du système(iï'i^(q'"'^^)) . 
Nous cherchons des conditions nécessaires et suffisantes pour que la distri- 
bution Tg(^p-^p — d{P)Tp soit nulle pour tout P S 5(q)^. Comme dans le 
cas du groupe ([10]), la formule d'intégration de Weyl permet une étude sur 
chaque sous-espace de Cartan. Une intégration par parties tenant compte 
du comportement des intégrales orbitales obtenu précédemment nous per- 
met de dégager des conditions nécessaires qui portent sur le comportement 
de F au voisinage des points semi-réguliers. 

Nous étudions tout d'abord les conditions nécessaires successivement sur 
les ouverts Um = H m r\ (\, Ui = H (33 n q) et -07(^3) = H ■ w{\^3 D q)) 
qui forment un recouvrement ouvert de q — M = U. 

Sur l'ouvert Um, la partie 4 assure qu'il existe une fonction £ 
C°°((M*)^ — diagonale), symétrique telle que, pour X G Um n q^'^^ , on ait 
F{X) = ^m(ii,i2)/|ti-t2| avec {u{X),v{X)} = {ti,t2} C R*f -diagonale. 

La fonction "^xn et les intégrales orbitales d'une fonction de C^{ly(m) ont 
des singularités de type log \ tj\. Nous obtenons des conditions de recollement 
analogues à celles de J.Faraut pour un hyperboloïde à une nappe ([6]) qui 
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s'expriment de la manière suivante : 

Si u est une fonction de la forme u{t) = v(t)+\og \t\w{t), oùv,w £ C^(M*) 
admettent, ainsi que leurs dérivées, des limites à droite et à gauche en 0. 
On pose uW(t) = tu'{t) et uM(t) = u{t) - log|i|MW(t), de telle sorte 
que \h-nt^Q± u^^\t) = w{0^) et limj_^o± ''^''^k*) = v{0^). Alors pour tout 
j G {0, 1} et pour tout t G M*, on a (proposition 5.2.1) 

(^,,(t,.))b](0+) = {^Ut,-))^'\0-) et (v&n,(.,t))[^l(0+) = i^^i.,t)piO-). 

On note pour f et g deux fonctions d'une variable complexe, 
S^{f,g){zi,Z2) = f{zi)g{z2) + f{z2)g{zi) et [f,g]{zi,Z2) = f{zi)g{z2) - 
f{z2)g{zi). On obtient alors (corollaire 5.2.1) que la fonction est com- 
binaison linéaire de fonctions S^{A,B){ti,t2) et signe{ti — t2)[^) ^K^i) ^2) 
lorsque {A, B) parcourt Sol{L,Xi) x 5o/(L, A2)). 

Pour l'étude sur l'ouvert Us, on définit la fonction (^'m)r sur {{t,9) G 
(M;)2;t2 / 9^} par {^rn)r{r,e) = ^m((r + ef, (r - 6)^) et la fonction ^2 
paire en chaque variable sur (M*)^ par ^2(^,0) = (n — v){Xt-^0)F{Xt-^q) où 
l'orbite H • X^-^e est caractérisé par {(r + i9)'^,{t — lO)"^}. Les conditions 
nécessaires obtenues sont alors (proposition 5.2.3) 

WGW / M(^m).(r,0+)-f^2(r,0+)=0 

'^^''^+'1 ^2(r,0+) = 

ce qui donne les expressions suivantes des fonctions V'm et ^2 (corollaire 
5.2.2) : 

pour il > t2 > alors 'Ï'm(ii,t2) = {ti,t2) + c{tiM) 
pour r > et 6» > alors ^2(^,6») = c{u{XT-fi),v{Xrfi)), 

où G Vect{S+{A,B);{A,B) G cSo/(L,Ai) x Sol{L,\2)) et G 

l/erf([A, -B]; {A, B) G 5o/(Lc, Ai) x 5o/(Lc, A2)) 

On utilise ensuite l'application w, pour obtenir les conditions de recol- 
lement et les fonctions correspondantes sur wiJÂs). 

La synthèse des résultats précédents permet de décrire une base de l'es- 
pace des distributions propres invariantes sur U = q — M définies par une 
fonction localement intégrable sur Celle-ci est donnée par les fonctions 
suivantes (théorème 5.2.2) : 

(1) La fonction analytique Fana = - — — — ^"^^^ ' — ^ qui s'exprime également 

u — V 

sous la forme f{Q,S) où / est analytique sur M^. Cette distribution est 
propre invariante sur q tout entier. 

(2) La fonction = I^A, , ^A.] (n, v) + [w,, , ^,,]iu, v) + log \uv\ [<^,, , cl>,,] (n, v) 

u — V 

qui s'exprime également sous la forme f{Q,S) + log\S\g{Q, S) où f et g 
sont analytiques sur R^. Cette fonction est localement intégrable sur q. 
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(3) Les fonctions du type = Y{Q^ - 4g) ^W^(^) ^ y 
désigne la fonction d'Heaviside et [A^B) parcourt 5o/(L, Ai) x Sol{L, X2)- 

Ces résultats sont partiels et montrent la limite de la méthode de des- 
cente. D'une part, nous n'obtenons pas le comportement des intégrales or- 
bitales au voisinage de et ceci est nécessaire pour savoir si les fonctions 
Fsing et ^ se prolongent en des distributions propres invariantes sur q 
tout entier. Par ailleurs, les restrictions à^sHq des fonctions obtenues n'ont 
aucun lien avec les distributions propres invariantes pour la paire symétrique 
(53,33nf))~0[(2,M). 

Ainsi, notre étude montre que si T est une distribution propre invariante 
sur q alors sa restriction T/^reg = F est une fonction localement intégrable 
sur U. Mais les questions suivantes restent ouvertes : la fonction F est-elle 
localement intgrable sur q ? La distribution Tp est-elle propre invariante sur 
U ? sur q ? 

1 Préliminaires 

1.1 Notations 

Si M est une variété différentiable, on note C°°{M) l'espace des fonctions 
de classe C°° sur M , V{M) le sous-espace de C°°[M) des fonctions à support 
compact et D^M)' l'espace des distributions sur M, c'est-à-dire le dual de 
V{M). 

Pour C M et f une fonction définie sur M, on notera //^ sa restriction 
à N. 

Si ri est un ensemble fini, alors | Î7 | désigne son cardinal. 
Le spectre d'une matrice X sera noté Sp{X). 

On notera log la détermination principale du logarithme définie sur C — 
M_ par log(z) = log|z| + iArg{z) où l'argument Arg{z) de z appartient à 
] - 7r,7r[. 

La fonction Y{t) désignera la fonction d'Heaviside sur M. 

Soit G un groupe algébrique linéaire défini sur M. On note G l'ensemble 
de ses points réels et Gc l'ensemble de ses points complexes. Soit g l'algèbre 
de Lie de G. Pour g e G et X,Y e Q, on notera g ■ X = Ad{g)X (resp. 
ad{Y)X = [Y,X]) l'action adjointe de G (resp. g) sur g. 

Soit M un sous-groupe de G et Me son complexifié dans Gc- Si U une 
partie de g alors, on note Zm{U) = {m G M; m ■ u = u pour tout u £ U} 
le centralisateur de U dans M et Nm{U) = {m G M; m • U C U} son 
normalisateur. De même pour tout sous-espace vectoriel D de g, on note 
3t,({7) le centralisateur de U dans D et nx,{U) son normalisateur. 
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Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. On notera V* son dual 
et Vc son complexifié. L'algèbre symétrique S[V] de V s'identifie d'une part 
à l'algèbre M [y*] des fonctions polynomiales à coefficients réels sur V* et 
d'autre part, à l'algèbre des opérateurs différentiels à coefficients constants 
réels sur V. De même, on a ^[Vc] = C[F*] et cette algèbre s'identifie à 
l'algèbre des opérateurs différentiels à coefficients constants complexes sur 
Vc- Si u £ S[V] (resp. 5[Vc])7 on note d{u) l'opérateur différentiel corres- 
pondant. 

On note (respectivement 5[Vc]^^) la sous algèbre de S[V] (respec- 

tivement ^[Vc]) constituée des éléments invariants sous l'action d'un sous- 
groupe M de G. 



On considère G 
l'involution 



GL{4 
a{X) = 



et son algèbre de Lie g = 0[(4,M) munis de 



h 






-h 



X 



h 






-h 



où In est la matrice identité de taille n x n. 



Le groupe H 



A 











B 



■,A,B£ GL(2, M) > est alors le sous-groupe 



des points de G fixes sous l'action de a dont l'algèbre de Lie est f) = {X G 
g; cr{X) = X}. On note q = {X G g; a{X) = —X} de telle sorte que g = f)©q. 
On a 



A 








B 



et 






Y 


z 






;y,ZGg[(2,] 



L'espace q est stable sous l'action de H et plus précisément, pour 

G q, on a 



A 




G H et 












AYB-^ 
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On note q*'^ l'ensemble des éléments semi-simples c'est-à-dire des ma- 
trices semi-simples, de q. L'algèbre de Lie g étant de rang 4, il existe 
des polynômes / 0,...,diQ sur g tels que pour tout X £ g, l'on ait 
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det(t — ad(X)) = dj{X)tK Un élément X G g semi-simple est dit régulier 

i=4 

dans g si di{X) / ce qui équivaut à dire que les valeurs propres de X sont 
deux à deux distinctes. 



Définition 1.1.1. Soit l le plus petit entier tel que dij^ ^ 0. Un élément X 
de q est q-régulier s'il est semi-simple et satisfait di{X) ^ 0. On note q^^^ 
l'ensemble des éléments q-réguliers de q. 
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/ Al 
A2 
Al 
V A2 / 
ibAi et ibA2. Ainsi, on a / = 4 et le résultat suivant est immédiat 



Les valeurs propres de la matrice Y 



G q sont 



Lemme 1.1.1. Soit X G q. Alors X est ({-régulier si et seulement si X est 
semi-simple et régulier dans g. 

On appelle sous-espace de Cartan a C q un sous-espace abélien, formé 
d'éléments semi-simples et maximal pour cette propriété. On note car(q) 
l'ensemble des sous-espaces de Cartan de q. 

Soit a un sous-espace de Cartan. On note A(0Ci de) le système de racines 
de ac dans gc et lorsque l'on choisit un ordre sur celui-ci, on note A(0C) de)"'' 
le système de racines positives correspondant. Soit VF(0C)flc) le groupe de 
Weyl de A(0c,ac) et Wnia) = {Ad{h)/^-h G iV//(a)} ~ NH{a)/ZH{a) le 
groupe de Weyl de a dans H. 

Pour a G A(0c,ac), on note = {y G 0c, G a, [X,Y] = a{X)Y}, 
l'espace radiciel correspondant et rria = dimcQ^ la multiplicité de a. 

On rappelle les résultats classiques suivants : 

Proposition 1.1.1. (paragraphe 1 de [l-^>]) (a) Les énoncés suivants sont 
équivalents : 

1. X est ({-régulier. 

2. 1(\{X) est un sous espace de Cartan de q. 

3. Si a est un sous-espace de Cartan de q contenant X, alors X n'annule 
aucune racine de ac- 

(h) Tout élément régulier appartient à un unique sous-espace de Cartan de 

q- 

On note u la forme bilinéaire symétrique sur g définie par par uj{X, X') = 
^tr{XX') pour X et X' dans g. La restriction de cj à [g, g] coïncide, à un 
facteur multiplicatif près, avec la forme de Killing. La forme u est H— 
invariante et non dégénérée. Il est en de même de ses restrictions à f) x f), à 
qxqetàaxo pour tout a G car(q). 

Soit G car(q). Ainsi, pour tout a G A(gc,ac), il existe un unique 
élément G Oc tel que uj{ha,X) = a{X) pour tout X G 0. On définit 

la partie compacte a/ = ^X]aGA(gc oc) ^I^^»)) n a et la partie déployée 

= (l]QGA(0c,ac) l^^a)) n a de de telle sorte que l'on ait a = aR + o/. 
Une racine a est dite réelle (respectivement imaginaire) si a{a) C M (res- 
pectivement a(a) C ^M), ceci est équivalent k ha & (Ir. (respectivement 
ha G lai). 
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On note (o) un représentant de la classe de conjugaison de a sous l'action 
de H. L'ordre d'Hiraï sur les classes modulo H des sous-espaces de Cartan 
est défini de la manière suivante : soient a et b deux sous-espaces de Cartan. 
On dit que (o) < (b) si et seulement si il existe h £ H tel que {h ■ a)R C bR. 
Lorsque cette inclusion est stricte, on dit alors que (a) < (b). 



1.2 Sous-espaces de Cartan 

On définit les sous-espaces de Cartan a^^^ej pour ei et e2 = ±, et 02 de q 
de la manière suivante : 



(ï2 






Ul 







eiui 

£2^2 






\ 



; iui,u2) G 



02 






T -e 

9 T 


T -9 











9 T 







Les sous-espaces o+^_ et o_^4. sont conjugués par K 



1 





1 





1 


1 



Lemme 1.2.1. 



1. Soit X 



G (f^^ . Si A est une valeur 



Y 
Z 

propre de X alors A 7^ et —X est aussi une valeur propre de X. On 
a Sp{YZ) = {A2;A G Sp{X)]. 

2. La famille < car{q) >= {a+^+, a+__, o_^_, a2} est une famille 
représentative des classes de conjugaison sous H des sous-espaces de 
Cartan de q. 



Preuve : 1 . Soient U et V dans tels que ^ ^ 
non nul de X pour la valeur propre A. On a alors YV 
Si A 7^ alors U et V sont non nuls. Par suite, le vecteur 
vecteur propre non nul de X pour la valeur propre —A. 



soit un vecteur propre 
XU et ZU = XV. 
y I est un 



Comme X est régulier dans q, ses valeurs propres sont deux à deux 
distinctes. D'autre part, si était une valeur propre de X alors, par ce 
qui précède, elle serait double ce qui est impossible puisque X est régulier. 
Ainsi, on a Sp{X) = {±Ai, ±A2} 011 Ai et A2 sont deux nombres complexes 
non nuls tels que Ai 7^ =bA2. En particulier, les matrices X, Y et Z sont 
inversibles. 
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Pour j = 1 ou 2, on fixe un vecteur propre non nul ( ^ ) associé à la 



y, 

valeur propre \j. Les vecteurs Ui et U2 de sont non nuls puisque la famille 
^( ) ' ( ^V- ) ^-^ ^'^^ base de et ils vérifient YZUi = X\Ui et 
YZU2 = XlU2. On obtient donc la première assertion. 

2. Le spectre {Af,A|} de YZ est donné par les racines du polynôme 
x^-tr{YZ) x+det\YZ) e M[x]. Ainsi, soit Af et A| sont réels, soit Af E C\R 
et A2 = ±Ai. 

Si Af et A2 sont réels, il existe une matrice P € GL(2,M) telle 
/ A^ \ 

que PY ZP~^ = [ q \^ J ^^^^'^^ sgn{x) le signe de x G M. On 

peut donc écrire PYZP^^ = DD' où L> = f l'^^' , , ^ et L>' 
sgn{\l)\\i\ 



Ail 








IA2I 


P 






n /\2m\ I / ■ obtient alors n/n^-i ] ■ ^ - 

sgn(A2)|A2| y V D'PZ ^ ) 

^1 ^ ^ dans ce cas X est iî-conjugué à un élément de 0+^+, 0+^ 



ou 



Si A2 = ±Ai, on écrit Ai = t + iO avec {0,t) G M^. Il existe alors une 

matrice P G GL(2, M) telle que PYZP''^ = avec M = ^ ) ' 

, f P A,, / 0M\ 
On obtient donc I ^ MPZ^-"^ j \M 1 dans ce cas X est 

conjugué à un élément de 02- 

Soit a G car(q) et X G a^*^^ tel que = iq{X). Par ce qui précède, il 
existe h € H tel que h.X appartienne à 0+^+, o+^_, o_^_ ou 02- Comme 
3q(/i.X) = h. a, on obtient la deuxième assertion. ■ 

Pour G car(q), on note ai et «2 les deux racines de multiplicité un 
dont on fixe les valeurs sur a G< car{q) > de la manière suivante : 









^Ui,U2 ^ ^ 


Xr,e e 02 


ai{X) 


2ui 


2ui 


2iui 


2(r + 10) 


a2{X) 


2U2 


2iu2 


2iu2 


2(r - 10) 



Dans tout cet article, on fixe le système de racines positives en posant 
A(Bc,ac)''' = {ai,a2,/5i,/32} 011 les deux racines /3i = et /32 = 



ai + «2 



sont de multiplicité deux. 



11 



Ainsi, suivant l'ordre d'Hiraï, nous avons 

(a_,_) < (a+,_) < (a+,+) et (a_,_) < (aa) < (a^ 



avec les relations suivantes aj_ + n Oj 



'ai 



Ker 02, o+,_ n a_ 



= Ker ai, o+^+ H a2 
Ker f32, oii hç, - 



1 





1 





1 


-1 



/32 = Ker fil et o n /iq • a9 = Mî/i/jj 



V 

On définit l'involution iJ-équivariante tu de q par w{ 



. Cet automorphisme vérifie les propriétés suivantes : 






Y 


z 









Y 


-Z 






1. pour {X,X') G q2, on a [w{X),w[X')] = -[X,X']. 

2. pour {X,X') G fj X q, on a [X,w{X')] = 'C<7([X, X']), ceci provenant de 
la iï-équivariance de vj. 

3. t37(o+^4.) = a_^_ t37(o+^__) = o„^+ et w{a2) = /lo • ci2) et plus 
précisément, pour X^-^q G 02, on a zz7(XT- e) = /iq • 

En particulier, l'involution w renverse l'ordre d'Hiraï sur car(q). 
Précisons maintenant les groupes Wh{<^) pour G< car(q) >. On pose 



K = MK = Ad 



1 





1 





1 


1 



et 



Ad 



1 





-1 





1 


1 



Sur a+^+ et o_^_, l'élément k échange les racines ai et Q2 et l'élément g 
échange les racines /3i et /32 et on obtient alors : 

Lemme 1.2.2. 1. Wjï(a+,+) = Wjï(a_ _) = {±h,±K,±Q,±KQ} 

2. WH{a+^-) = {±h,±Q] 

3. WH{a2) = {±h,±K] 



Preuve : Soit h 



A 








B 



G iVjï(a+,+). Pour tout X++^^ G 



0+,+ il existe X:^^~^^^ G 0+,+ tel que h • -^^^^3 ~ ■^vu"2- Ainsi, on a 



A 



M 



ui 

U2 



B- 



B 



A ou B, on a AI 



ui 

U2 

ul 

ul 



A-^ 



. Par suite, pour 



vi 

V2 

^2 Q 

} 9 1 et donc, M est 

Vo 



diagonale ou KM est diagonale. La première relation implique que, soit 
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A et B sont diagonales et = -B^, soit oJ^^*(l oj'^ ^'^^^ 

diagonales et ont même carré. Maintenant, on remarque que Zh{o-++) = 
\ 



a 







b 





a 




b 



€ GL{4, M) J , ce qui donne aisément la première as- 
sertion. Les autres assertions se prouvent de même. ■ 

1.3 Orbites semi-simples 

Nous allons décrire maintenant les orbites semi-simples de q sous l'action 
de H. 

La paire symétrique (g, f}) est de rang 2. Par suite, une base de C[qc]''^'^ 



est donnée par les polynômes Q et 5 définis , pour X 






Y 


z 






G q, par 



Q(X) = -tr{X^) = tr(YZ) = uj{X,X) et S{X) = det{X) = det(YZ). 



Pour X 






Y 


z 






les racines du polynôme - Q{X)t + S{X) 



forment le spectre de Y Z. On pose 

(oii Y est la fonction d'Heaviside) de telle sorte que 5"^ = Sq. On définit les 
fonctions ff-invariantes u et v sur q par 

Q+ô ^ Q-5 
u = — - — et V = , 



de telle sorte que, pour X = 
{u{X),v{X)}. 

Lemme 1.3.1. 1. L'application 






Y 


z 






G q"^ alors Sp{YZ) 



{H -Orbites semi-simples de q} 
O = H -X 



{Q{X),S{X)) 



est bijective. 

2. Nous notons ~ la relation d'équivalence sur'C? qui identifie les couples 
{x,y) et {y,x). Alors l'application 

{H-Orbites semi-simples de q} — > C^/ ~ 

= H-X ^ {u{X),v{X)) 



est injective et d'image (M^ U {(A, A); A G C - M}) / ~. 
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Preuve : La description de a+_+, a+^_, a_^_ et 02 permet d'obtenir l'image 
des deux applications considérées. Par ailleurs, toute H- orbite semi-simple 
rencontre a G< car{q) >. L'étude de WH{a) pour a S< car{q) > donnée 
dans le lemme 1.2.2 permet d'établir l'injectivité de ces applications. ■ 

Remarque 1.3.1. 1. Soit X G q'***. Alors, les fonctions u et v prennent 
des valeurs relies sur Oe^ej pour ei, €2 = =t et on a 

(a) H ■ X n a+,+ si et seulement si u{X) > et v{X) > 0, 

(b) H ■ X n a+ _ ^(/i si et seulement si u{X)v{X) < 0, 

(c) H ■ X n a_ _ ^Çi si et seulement si u{X) < et v{X) < 0, 

(d) H ■ X D a2 ^ fli si et seulement si u{X) et v{X) sont dans C et 
u{X) = v{X). 

2. Soit a G car{q) et X £ a. On a les relations suivantes entre les racines 
de A(gcî de); ^es polynômes Q, S et Sq et les fonctions u et v : 

Ib 

So{X) = (3,{XfP2{Xf = {n{X) - v{X)f. 



\j3i{X) I32{X)\ si a est H-conjugué à a+_+,o+^_ ou o_ 
i\f3i{X)f32{X)\ si a est H-conjugué à 02 



Ô{X)- 

3. q-3 = {XGq,5(X)5o(X)/0}. 

1.4 Points semi-réguliers 

Les distributions propres invariantes et les intégrales orbitales sont des 
fonctions ff-invariantes de classe sur (f^^. Pour étudier ces objets au 
voisinage des points de q — q^*^^, nous nous inspirons de la méthode de des- 
cente d'Harish-Chandra qui consiste à ramener cette étude à celle d'objets 
de même type définis sur des espaces symétriques plus petits construits à 
partir des centralisateurs des points semi- réguliers. 

On rappelle qu'un élément semi-régulier est un élément de q'*'^ qui se 
trouve dans l'intersection d'exactement deux sous-espaces de Cartan. De 
façon équivalente c'est un élément d'un sous-espace de Cartan qui annule 
exactement une racine positive. 

Ainsi, tout point semi-régulier est conjugué par i7 à un élément de a+ +n 

/ ° ' '\ 

1 n 

a+,_, o+,_no_,_, a+,+na2 ou a___n/io-a2 avec h 



1 





1 





1 


-1 
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Pour a G car(q), on rappelle que A(gC)Cic)''" = {«i, "25/31 = 

Oii — C(2 (Xl ~\~ OL2 

^ )/32 = ^ } OÙ «1 et 02 sont fortement orthogonales et de 

multiplicité 1 et /32 sont de multiplicité 2, orthogonales mais non forte- 
ment orthogonales. Ces différences entre racines de multiplicité 1 et racines 
de multiplicité 2 interviennent dans l'étude des centralisateurs des points 
semi-réguliers et seront essentielles lors de l'étude des distributions propres 
invariantes . 



1.4.1 Points semi-réguliers annulés par une racine de multiplicité 
un 



Soit Ux 







1 \ 





i/i^i et B.2 = k{Hi) = \ha2 les 



V " / 

coracines respectivement de «i et 02 sur a+^+. Ainsi, on a Mi^i = a+^+ n 
o+_, Mw(i7i) = a_ _na_,+ MK(iïi) = a+,+ na_,+, et m.woK{Hi) 



Soit 31 = 3g(iïi) 



f / a 

h 



X \ 
y 



■,a,b,c,x,y,z G 



et 32 



X a 
^ V z Oc/ 

3g(//2) = /t(3l)- 

Les algèbre 31 et 32 sont réductives et cr-stables. On note Cj le 
centre de 3^. On a alors Cj = Cj H \j ® RHj et Ci n f] = C2 H = 





/ 


a 


















b 








< 










a 





t. 


V 











b 



on pose 



/ 
1 



:a,b e 



\ 






V 

et on note mi = RAi 6 




1/ 

31, 31] et m2 = K(mi) 



Pour conserver la symétrie des espaces, 



de telle sorte que Ci n f) = M^i eMK(^i 



On définit alors l'espace m par 

m = 31 +32 = Cl n t) © [31,31] 



[32,35 



mi © m2. 



Lemme 1.4.1. 1. Les algèbres mi et m2 sont réductives, a-stables et 
[mi,m2] = {0}, 

2. m est une sous-algèbre de Lie astable de g de dimension 8. La paire 
symétrique (m, m H t)) est de rang 2 et c'est le produit des deux paires 
symétriques de rang un (mi,minf)) et (tn2,m2nf)), chacune isomorphe 
à (3[(2, M), g[(l, M) x g[(l,M)), que l'on peut permuter à l'aide de k. 
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Preuve : Les algèbres 31 et 32 sont réductives et cj-stables et les éléments Ai 
et A2 sont centraux dans m donc mi et m2 sont réductives et cj-stables. Les 
racines de a+,+ étant réelles, on a 31 = ^g{a++)®{Q'^2nQ®Q'^a^nQ)et [31,31] C 
(Sq2 ® 0-a2 ^ s)' racines ai et «2 sont fortement orthogonales et les 
éléments Ai et ^(^41) sont centraux dans m, ainsi on obtient [mi,m2] = {0}. 



Comme [31,31] = { 



sertion est immédiate. 


















— c 





y 

















z 





c 



,y, z,c € ]R|, la deuxième as- 



Pour (a, b, c, d) E M^, on note diag{a, b, c, d) 



a 







b 





c 


d 



On rappelle que k = Ad{K) avec K 



1 





1 





1 


1 



Lemme 1.4.2. Soit N = NnimOq). 

1. On aN = N^UKN'^ avec N° = {diag{a,b,c,d);a,b,c,d G M*}. 

2. Soit h £ H et X £ mCiq tels que So{X) / O et h ■ X G mCi c\, alors 
h Çi N . ( Le polynôme Sq G C[q]^ est défini dans le paragraphe 1.3). 

3. Six emn q^'^B alors Zh{X) = {diag{a, /3, a, /3); q, /3 G M*}. 

Preuve : Pour D G GL(4,]R) une matrice diagonale, on a immédiatement 
D € N et KD € N. 



Soient h 



On écrit X 



on a A 
qui donne A 



X 
y 



A 








B 





z 








t 


B- 


-1 _ 



xz 
yt 



G-ffetXGmnq tels que h ■ X = X' £ mCi q. 
( 



X \ 
y 



A- 



° / 

x' 
y' 

-1 = B 



et X' 



et B 

xz 
yt 






x' 
y' 


z' 







t' 



. Ainsi, 



z 
t 

B- 



A- 









t' 




ce 



Supposons Sq{X) / 0. On a alors xz / yt, et par suite x' z' / y't' . Si 
xz = x'z' et yt = y't' alors A et B sont diagonales, donc /i est diagonale. 



Si xz = y't' et yt = x'z', alors 



1 y VIO 

donc i^T/i est diagonale. On obtient ainsi les assertions 1. et 2. 



1 



A et 



1 



B sont diagonales. 
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Si X G m n q^^f et h.X = X alors So{X) / et /i G iV° par ce qui 
précède. On en déduit facilement l'assertion 3. m 



Lemme 1.4.3. La famille < car {m H q) >= {a+,+ , a+,_, a_,_} est une 
famille représentative des classes de conjugaison sous N des sous-espaces 
de Cartan de m H q. 

Preuve : Par définition de mH q, les sous -espaces o+^+, a^^- et a_^_ sont 
des sous-espaces de Cartan de m H q. Si a est un sous-espace de Cartan de 
m n q, c'est un sous-espace de Cartan de q et donc, il existe h G H tel que 
h ■ G< car(q) > . Maintenant, par le point 2. de la remarque 1.3.1, le 
polynôme Sq G C[g]''^ ne prend que des valeurs négatives sur 02. Un élément 



de mnq s'écrit X 






X 


\ 


y 




z 









/ 


t 


a G {a+, 







et par suite So{X) = (xz — yt)"^ > 



donne alors h £ N ce qui prouve le lemme. 



1.4.2 Eléments semi-réguliers annulés par une racine de multi- 
plicité deux 



On note iîs 






1 


1 


1 





1 



la coracine de /32 dans a+^+. On a 



alors RiÏ3 = o+,+ na2 et ^^7(113) = a_,_nîï7(a2) = a_,_n/io'a2- Ainsi, tout 
élément semi-régulier annulé par une racine de multiplicité 2 est //-conjugué 
à un élément de Rifs ou de Rw^H^). 



On pose 33 



hiH3 



A 


B ' 


B 


A ^ 



e0[(2. 



et 34 



A 


B 


-B 


A 



;A,B£ g[(2,M) > . La paire symétrique (33,330 



i)) est donc isomorphe à (01(2, M) x qI{2,R), diag{Ql{2,R) x 0[(2, 



0[(2,]R) par l'application 



A 


Y ' 


Y 


A _ 



{A+Y,A — Y) et la paire symétrique 



A 


Y 


-Y 


A 



(34, 34nf)) est isomorphe (0l(2, C), 0[(2, M)) par l'application 
A + iY. 

Comme q = 33 H q ® 34 H q, on ne peut pas effectuer de réduction à 
un espace plus petit comme au paragraphe précédent. Bien que les espaces 
vectoriels 33 H q et 34 n q ne soient pas conjugués sous H, on remarque 
que ■07(33 n q) = 34 n q. Ainsi l'étude sur 33 n q suffira pour comprendre les 
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phénomènes au voisinage de tous les éléments semi-réguliers annulés par une 
racine de multiplicité deux. 



On note K 



h 








-h 



et K = Ad{K) de telle sorte que K|q = —Id\(\. 



Lemme 1.4.4. Soit N3 = Nniis n q) 
1. On aN3 = N^U KN^ avec 



A 








A 



■,Ae GL{2, 



2. La famille < car(33 n q) >= {a_|__+,02} est une famille représentative 
des classes de conjugaison sous iVa des sous-espaces de Cartan de jaPiq. 



Preuve : Si h 



Si h 



A 








A 



A 








B 



alors on a immédiatement h G N-x et Kh € N-x. 



G N-i alors pour tout Y G GL(2,M), on a AYB- 



BYA ^ et donc la matrice P = B 
Y G GL(2,]R). En appliquant ceci à Y 



-^A vérifie PYP 
1 




, puis à Y 



Y pour tout 




on obtient P 



avec e 



±1. Comme A 



1 
BP, la relation 



ei 

£2 

^y^-i = BYA^^ pour tout Y G GL{2, M) donne l'assertion 1. 

Soit a un sous-espace de Cartan de 33 H q. Il existe h £ H tel que /i • G < 
car{q) >. Comme le polynôme S prend des valeurs positives sur 33 n q et 
des valeurs négatives sur o+^_, on a /i- a 7^ Maintenant, si h-a = o_^_, 
par un raisonnement analogue à ce qui précède, il existerait P G GL(2, M) 
telle que pour toute matrice diagonale D l'on ait PDP = —D ce qui n'est 
pas possible. Ainsi on a h. a G {ci+,+ , 02}. Par suite a et h.a sont deux sous- 
espaces de Cartan H- conjugués de 33 n q, il existe donc hi G A^3 tel que 
hi ■ a = h ■ a. On a alors hih~^ G N^ih • a) et donc par le lemme 1.2.2 on 
obtient h £ N3. m 



2 Généralisation de certains résultats sur les 
intégrales orbitales en rang un 

Nous rappelons tout d'abord certains résultats d'Harish-Chandra concer- 
nant l'intégration sur les fibres dont on peut trouver la preuve dans le lemme 
1 du chapitre 2 première partie de [21] ou dans le chapitre 3 page 192 de [4]. 

Proposition 2.0.1. Soient M et N deux variétés C°° de dimension m et 
n. Soit ip : M ^ N une submersion de classe C°° surjective de M sur N. 
Soient ujm (resp. ojn) une m-forme (resp. n-forme) de classe sur M 
(resp. N) non nulle en tout point. On note fiM et les mesures de Radon 
positives respectivement sur Met N associées . Alors, on a : 
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1. Pour tout f € T>{M), il existe une unique fonction £ T){N) telle 
que 

[ f-Fo4,dfiM= [ Mf)Fdi2N yFeV{N). (1) 
Jm Jn 

La fonction ipif{f) est définie comme suit : pour tout y Çï N , il 
existe une unique mesure de radon positive fiy telle que ip*{f){y) = 
j^-i{^y) fdfJ-y. Ceci est appelé l'intégration sur les fibres. 

2. L'application est une application linéaire continue surjective de 
V{M) dans V{N). 

3. La relation (1) est vraie si F est localement intégrable pour fij^. 

4- L'application ip^ se prolonge aux fonctions fiM-intégrables f et dans 
ce cas ^*(/) est définie presque partout et fiN -intégrable. La relation 
(1) est encore vraie. 

De plus si f est à support compact, alors ijj*if) ^st à support compact 
et de C°° sur tout ouvert Q tel que f est C°° sur ïp~^{Q). 

2.1 Cas d'une forme quadratique 

Soient p et q deux entiers deW et n = p+q. Soit Q la forme quadratique 
définie sur M" par 

p q 
Q{yi,...,yn) = ^yi -J2yi+p- 

i=l 1=1 

L'application Q est submersive et surjective de M" — {0} dans M et la 
proposition précédente permet de définir l'application Q^, : Î?(]R" — {0}) — )• 
P(M). Cette application étudiée par A. Tengstrand dans [IS] est appelée 
fonction moyenne par J. Faraut dans [5] et notée Mq. Dans toute la suite, 
nous noterons Q* = Mq. 

D'après le point 4- de la proposition 2.0.1, comme est une valeur cri- 
tique de Q, l'application Mq se prolonge en une application continue, notée 
encore Mq, de V{W) dans (:°°(]R*) n L^{R) et pour f eV{W),la fonction 
MQ^f) satisfait toujours la relation (1) qui s'écrit, 

/ FoQ{y)f{y)dy= I F{t)MQf{t)dt pour tout F G P(M). (2) 

Nous rappelons succinctement les propriétés essentielles de MQ{f). On 
pourra se référer à l'appendice de [5] ou au chapitre 4 pages 204 et 205 de 
[4] pour les détails. 

Soit / € I?(M"). Le comportement de Mg(/)(t) au voisinage de t = 
se décrit à l'aide d'une fonction 77 définie sur M*, qui dépend de la signature 
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{p,q) de Q. Cette fonction, appelée "fonction singularité" relative à Q, est 
définie de la manière suivante (la fonction d'Heaviside est notée Y) : 

Si p est impair et q est pair, 7]{t) = Y{t)t^~^ 

Si p est pair et q est impair, rj{t) = Y{—t){—t)^~^ 

Si p et q sont pairs, r]{t) = ^sgn{t)t2~^ 

Si p et q sont impairs, i]{t) = tï~^ log 

Suivant ([4] chapitre 4 pages 204 et 205), on introduit l'espace 

nr, = {t£M*^Mt) + r]{t)Mty, 00,01 eî^W}. 

Grâce au lemme de Borel, une fonction ip appartient à Tir/ si et seulement 
si if est de classe C°° sur M*, à support compact et s'il existe une suite de 
nombres telle que, pour tout A^GNetm<A^ + (n/2), la 

fonction ip{t) — ri{t) J2k=o'^'^^k{^) soit de classe C" sur M. 

Pour a > 0, on note Tir),a = Hrf, support{ip) C [—a, a]}. Soit x ^ 

P(M) égale à 1 au voisinage de 0. On considère, pour S N et m < N+{n/2) 
la semi-norme 

MN,n. = SUp I ijn^it) - XitHt) J2 ^^(^^*'] ) I ■ 
* k=0 

Les semi-normes Hv^HAr^m) pour m < N + {n/2), et \Bk{^p)\ pour k G N 
munissent Hrj^a d'une topologie d'espace de Préchet et est muni de la 
topologie limite inductive. 

Théorème 2.1.1. ([j], paragraphe 4, théorème page 205) L'application Mq 
est une surjection continue de P(M") dans Hrj- 

Soit ni,?i2 G N et / une fonction définie sur W^^ x W^'^. Pour x G M"^ 
on note fx la fonction définie sur M"^ par fx{y) = f{x,y) et pour y G M"^, 
on note la fonction définie sur M"^ par f^{x) = f{x,y). 

Soit m G N. Ainsi pour / G P(M"* x R*^), il existe deux fonctions 0o st 
01 définies sur M™ x R, telles que pour x G R*", on ait (0o)a; et (^i)^ dans 
P(M) et 

MQfxit) = (l)Q{x,t) + r]{t)(t>i{x,t), Vt gR*. 

Le but de ce paragraphe est de montrer que 0o et 0i sont dans T>{W^ x R). 
Pour cela, nous reprenons les arguments développés dans le paragraphe 4 de 
[4] pour étudier la régularité en x des fonctions {4>q)x et {4>i)x- 

On introduit la submersion surjective G de R™ x (R" — {0}) dans R™ x R 
définie par G{x,y) = {x, Q{y))- 

Lemme 2.1.1. 1. L'application G se prolonge aux fonctions deT>(W^x 
R"). Pour f G P(R"" X R") et {x,t) G R™ x R*, on a G,(/)(x,t) = 
MQfxit) et la fonction G:^{f) est à support compact. 
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2. Pour ii,i2, ■■■,im dans N, x G M™ et t £ M*, on a 

-MQMt) = Mq' ' 




dx\' dx'yçi ' " VV^^i' 

En particulier, la fonction {x,t) i— s- MQfx{t) est de classe sur 
W X M*. 

Preuve : La première assertion découle de la définition et des propriétés de 
Mq rappelées au début de ce paragraphe. 

Pour prouver le deuxième point, il suffit de montrer que, pour tout i E 

{l,...,m}, on a — — Mq/x = Mq ( (— — f)^ 1 . Soit Cj le ième vecteur de 
(JXi \ uXi J 

la base canonique de M™ et x G M™. On introduit la suite de fonctions 
fk = k{f^j^i^, — fx) £ 'D{M"'). Les supports des fonctions fk et (^^/^ sont 
inclus dans un même compact à savoir supp{f) + [0, Ije^. D'autre part, pour 
il) J2, ■••;Jn dans N, l'inégalité de Taylor donne 



Qh Qjr, 



_d_ 

dxi 



< 



2k 



Ainsi , la suite de fonctions {fk}k€N* converge vers ( ^/ ) pour la topologie 



dxi • 

usuelle de P(]R"). La continuité de l'application Mq (théorème 2.1.1) donne 
alors 

lim MQfk = MQ((^f 
Par ailleurs pour t G M*, on a MQfk{t) = k{MQf ,i {t) - MQfx{t)), et 

' k ^ 

d 

donc lim MQfk{t) = — — MQfx{t) ce qui donne le résultat voulu. ■ 

fc^+oo OXi 

Le comportement de la fonction (x,t) i— t- MQfx{t) au voisinage de t = 
se déduit du comportement asymptotique en +oo de sa transformée de Fou- 
rier partielle J'{MQfx) en t dont la relation (2) donne l'expression suivante : 



J-(Mq/,)(A) 



-2tnXt 



MQfx{t)dt 



-^^-^Qiy)f^{y)dy. 



Lemme 2.1.2. Soit f dans V{W'^ x M"). Pour tout N dans N, il existe une 
fonction pjv(x. A) définie surM^ x M* et une constante strictement positive 
Cn indépendante de x et X telles que pour tout x dans M"* et A dans M*, on 
ait \pn{x,X)\ < ^wTT et 



F{MQfx){\) 



-i^{p-q)sgn{\) N ^ ^ 



\2\[ 



fc=0 



'{dQffx{^)+PN{xA))- 
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Preuve : Grâce au lemme page 203 de [4] on a : 

f r Q(() 

HMQmX)= e-''-^Q^y^My)dy = ^—-^ / -F(/,)(Ç)e^de 

Le développement de Taylor de la fonction 1 1— )• e** donne, pour tout (Ç, A) € 
M" X M*, la relation 

N 
fc=0 

avec|iî;v(e,A)|<^^fii{^. 

Comme / {-^'^'^ Q{i)f F{U){i)di = (aQ)Vx(O), on obtient l'expres- 

sion voulue en prenant pnIx, A) = Jjg„ iÎAr(^, X)T{fx){S,)dS,, pour x E M"* et 
A G M*. 

Pour conclure, il suffit de majorer / \QiO\^~^^\'^{fx)iC)\d£, 

indépendamment de x. Soient R,T G tels que supp{f) C 

B{0,R) X [— T;T]". Soit x une fonction positive à support com- 
pact et égale à 1 sur [—T;T]"-. Soit Pjy le polynôme défini par 
Pn{^i,--- ,U = (e? + ••• + a^+^l + Çf)---(1 + a de telle 
sorte que P7v(Ç)-F(/x)(Ç) = -F ((^^^(Pjv)/.) (0 où ^d{PN) = 

( 9^7F~' ■ ■ ■ ' 9^7)7" ) • Comme, pour tout ^ dans M" et pour tout x dans 



on a 



< 



(2î7r)'^ 



on obtient 



JR" JR" (J- + Çl j • • • U + Çnj 

Cette majoration achève la preuve . ■ 
Nous rappelons la généralisation suivante du théorème de Borel. 

Lemme 2.1.3. ([Il] Theorem 1.2.6) Soit k G N*. Soient {(AalaeN* des 
fonctions de ^(IR'") dont les supports sont inclus dans un même compact. 
Alors il existe (j) dans V{W^ x M^') telle que : 

d'^é, 



-{x,0) = (paix), pour tout a G N ,2; G 
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Preuve : La preuve est donnée pour k = 1 dans le théorème 1.2.6 de [11]. 
Le résultat s'obtient ensuite par récurrence sur k. m 

Théorème 2.1.2. Pour toute fonction f dans V{W^ x M"), il existe 0o et 
(f)i dans DÇR."'' x M) telles que, pour t dans M* et x dans M™, on ait 



et 



MQUt) = Mx,t) + vit)Mx,t), 

^(-,0) = ^,^^(ÔQ)V.(0), (3) 
avec 

c = (—1)2 pour q pair, 

c = (— 1) 2 pour p pair et q impair 

9 + 1 

.... 

C = -^^ — ^ pour p impair et q impair. 

n 

Preuve : Soit / G P(]R- x M"). On pose M^) = Ffcf^(9Q)'/x(0), où 
la constante c est donnée dans l'énoncé du théorème. 

Nous allons tout d'abord montrer que, pour tout G N, la fonction 

N 

{x,t) I— MQfx{t) — r/(t) peut se prolonger en une fonction de 

k=0 

C^iM"" X M). C'est une fonction de C°°(M™ x M*) par le lemme 2.1.1. Ainsi, 
il suffit de prouver que, pour a G égale à 1 au voisinage de 0, la 

fonction ipisi définie par 

TV 

i^N{x, t) = MQMt) - i]{t)a{t) Y, (Pk{x)t^ 

k=0 

se prolonge en une fonction de C°°(M'" x M). Comme (V'Ar)x e L^W, nous 
étudions le comportement en l'infini de sa transformée de Fourier J-{{iPn)x) 
pour obtenir sa régularité en t = 0. 

Le lemme 2.1.2 et le calcul de J-{t^rj{t)) au sens distribution (proposition 
page 206 de [4]), donnent pour A 7^ 0, la relation 

-^((V'7v)x)(A) = j;j-(tS(t)-t^a(t)r/(t))(A)<Afc(x) + —r^ Pn{x,X)- 

k=i l^^l' 

Maintenant, on remarque que, pour / et k deux entiers tels que / > ^ + f , 

la fonction 1 1— >• -j^ {{1 — a{t))t^ r]{t)) est une fonction intégrable sur M. Ainsi, 
il existe un réel Ap^ tel que, pour tout k G {0, A^} et pour tout A G M*, 
on ait 

|J-((l-a(t))tS(i))(A)|< 



|A| 
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Par le lemme 2.1.2, en posant Ej\[ = C]\f + AnÇ^^^q llf^fcHoo)) on obtient, 
pour tout X e M"" et A G M* : 

\n{^PN).){X)\ < -^TT- (4) 



|A| 



Soient ji,.-.jm, des entiers positifs. On applique ce qui précède en rem- 
plaçant fx par -^-JY--- a^7m fx- On obtient alors qu'il existe un réel Ej^'"'-'"^ 

indépendant de x et t tel que pour x dans M*" et t dans M*, on ait 



Ainsi, par les propriétés de la transformation de Fourier, la fonction ip]sf 
se prolonge en une fonction de {W^ x M). Donc la fonction {x,t) i— )• 
MQfxit) - vit) Ef=o Mx)t'' est aussi dans C^(M'" x M). 

Maintenant concluons. 

Par définition des (fkix) G 'D(M'"), ces fonctions ont leur support inclus 
dans un même compact. Par le lemme 2.1.3, il existe une fonction (p de 
telle que, pour tout x G 



{x,0) = k\(l)kix). 



Soit A'^ un entier positif. Pour tout x dans M"* et t dans M*, on a : 

MQfxit) -'n{t)ct){x,t) 



1 — n ' •'0 



m 

= [MQfxit) -v{t)Y,cPuix)t^)-vit)t''^' / "^-^ixM^-^^du. 

Par ce qui précède, les deux termes de cette somme sont dans C^{W^ x M). 

Ainsi la fonction (x,t) ^ MQfx{t) - r]{t)cl){x,t) est dans C^(]R™ x M) 
pour tout entier N, donc dans C°°(M™' x M), avec 

0<^-°' = ¥riTI)<«2)'/.(o). 

De plus grâce au lemme 2.1.1, la fonction {x,t) i— )• MQfxit) est à support 
borné tout comme la fonction i— )• r]{t)(p{x,t), donc la fonction ix,t) i— )• 
MQfxit) - r]{t)(l)ix,t) est dans P(M™ x M). ■ 



-du 



k=0 
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Soit T-L^ l'espace des fonctions de x R* dans M défini par 
H":; := {{x,t) ^ M^,t) + vit)M^,iy, <PoAi G X M)}. 

Comme pour par le lemme de Borel généralisé, on a G T-L^ si 
et seulement si (p est à support compact, de classe C°° sur M™ x M* et s'il 
existe une suite {^k)k^n de V{W^) dont les termes sont de support inclus 
dans un même compact telle que, pour tout G N, la fonction (x, t) i— )■ 
ip{x,t) - 'n{t)^k=ofk{x)t'' soit de classe C' sur M'" x M pour tout / G N 
vérifiant l < N + {n/2). 

Pour K C M"^"''-'^ un compact, on note Tiri^K = T-Lri', support{ip) C 

K}. Soit X G égale à 1 au voisinage de et de support contenu dans 

K. On pose TN{ip){x, t) = ip{x, t) - x{t)v{t) Ef=o V>k{x)t''. 

Pour {N,l) G N2 avec 1<N + (n/2), /c G N et i = (ii, . . . G N™, on 
définit les semi-normes suivantes 

et Bk,i{ip) = sup\{-j^y\ . . {j^y-^Mx)]- 

Les semi-normes ||v?||7V,i,i et Bk^i{^p) munissent d'une topologie d'espace 
de Préchet et 70^ est muni de la topologie limite inductive. 

Théorème 2.1.3. L'application 

( V{W^ X M") ^ -H™ 

\ / ^ (x,t)^MQ/,(t) 

est continue et surjective. 

Preuve : Montrons tout d'abord la surjectivité de cette application. Soient 
(j)o,(l)i dans V{W"' x M). Par le lemme 2.1.3, il existe g dans V{W^ x M") 
telle que, pour x G M'", l'on ait : 

OÙ C est la constante dépendant de la signature de Q définie dans le théorème 
2.1.2. 

Par la relation (3) du théorème 2.1.2 il existe ipo et ipi dans DiW^ x M) 
telles que pour x dans M™ et t / 0, 

MQQxit) ='il^o{x,t) +r]{t)ilji{x,t), avec -^{x,0) = -^{x,0). 
Pour (x, t) G M™' X M*, on pose h{x, t) = ^pl{x, t) — (pi{x, t) de telle sorte que 
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-g^{x,0) = 0, pour tout entier positif k 

Ainsi la fonction (x,t) i— t- r]{t)h{x,t) appartient à Î?(]R™ x R) et donc la 
fonction {x,t) i— )• MQgx{t) — (j)o{x,t) — ri{t)(j)i{x,t) = tpQ{x,t) — (j)Q{x,t) + 
r]{t)hi{x,t). se prolonge en une fonction de 'D(W^ x M). 

Maintenant, l'application G* : P(M™ x (M" - {0}) P(M™ x M) définie 
par G^:{f){x,t) = MQ{fx){t) est surjective (lemme 2.1.1). Il existe donc u 
dans V{M."' x (M" - {0})) telle que pour tout x dans M."" et t dans M, 

MQn^(t) = MQg^{t) - (t>Q{x,t) - i]{t)(t)i{x,t), 

ce qui donne la surjectivité. 

La continuité s'obtient comme dans la situation m = ([4] page page 
207) par le théorème du graphe fermé . En effet, soit {fk)k une suite de 
P(M""'''") qui converge vers / dans P(R""'''") et telle que MQ{fk) converge 
vers (p dans Ti!^- Soit /3 G P(]R) nulle au voisinage de 0. Alors la suite de 
fonctions gkix, y) = (3 o Q{y)fk{x, y) converge vers g{x, y) = /3 o Q{y)f{x, y) 
dans P(M"+'"). Comme gk G x M™ - {0}) , la continuité de G* donne 

f5{y)MQ{fk){x,y) converge vers /3{y)MQ{f){x,y) dans P(]R" x M) et donc 
dans Til^- Ceci étant valable pour toute fonction /3 comme ci-dessus, on 
obtient le résultat voulu. ■ 



2.2 Cas de deux formes quadratiques 

Nous allons généraliser les résultats obtenus dans le paragraphe 
précédent à la situation suivante. Pour j G {1,2}, on fixe pj et qj dans 
N* et on pose nj = pj + qj . Soit Qj la forme quadratique définie sur R"^ par 



Qj{xi,...,Xn^) = ^xf - ^x: 



2 

1=1 i=l 



On considère l'application 
H 



ix,y) ^ (Qi(x),Q2(y)) ■ 

La restriction -f^|R"i_{o}xM"2-{o} 6st une surjection submersive de M"^ — 
{0}xM"2 _|o} dans M^. Par la proposition 2.0.1, l'application iJ* se prolonge 
en une application Mq^^q^ de V{W'^ x M"2) ^^^^^ C°°{R* x M*) n L1(]R2). 
Pour / G P(M"i X M"2) la fonction Mq^^qJ vérifie, pour tout F G ^(M^), 
la relation suivante 

[ FoH{x,y)f{x,y)dxdy= [ F{tiM)MQ,^Qj{tiM)dtidt2. (6) 
Pour i G {1,2} on pose i]i la "fonction singularité" relative à Qj. 
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Lemme 2.2.1. Soit f G P(M"i x M"2). Alors pour (ti,t2) G M* x M*, on a 

Preuve : Par la relation (6), pour tout F G 'D(]R^), on a : 
/ F{ti,t2)MQ„Qjih,t2)dtidt2= [ FiQi{x),Q2{y))f{x,y)dxdy = 

/ F{Qiix),t2)MQj^{t2)dt2dx = [ Fiti,t2)MQ^i{MQj^Y^)iti)dtidt2, 

Ces égalités étant vraies pour toute fonction F de V{M?), on obtient 

^^Qi((^Q2/x)*^)(ii) = MQ,,Qj{ti,t2). 
De même, on montre que 



Théorème 2.2.1. Pour f G D(]R"i x W^'^), il existe des fonctions ipo, V'i, "02 
et -03 dans T)(M?) telles que pour (ti,t2) G M* x R*, on ait 

^Si,S2/(*i,*2) = V'o(^l,^2)+r/l(^l)V'l(^l,^2)+^?2(^2)V'2(^l,^2)+^?l(^l)^?2(^2)V'3(^l,^2)• 
Pre^^^;e : Le théorème 2.1.2 nous donne l'existence de fonctions 4>o et (pi 
dans P(M"i x R) telles que pour {x,t2) G R"i x R*, on ait MQ^f^{t2) = 
(t>o{x,t2) + ri2{t2)(t>i{x,t2) et donc 

^Qi((MQ,/..)*^)(ti)=M2,((0o)*^)(ti)+??2(t2)AfQ,((0i)*^)(ti). 

Grâce au théorème 2.1.2, il existe des fonctions 02i</'3)</'4 et 05 dans T){M?) 
telles que pour (ti,t2) G M* x M, on ait 

^^i(('Ao)*')(ii) = </'2(tl,t2) + r/l(tl)</.3(tl,t2) 

et 

MQ,{{(l)lY^){tl) = Mti,t2) +vi{h)Mti,t2). 
Le lemme 2.2.1 permet de conclure. ■ 

Soit T~Lr)]_,r)2 le sous ensemble des fonctions de R* x R* dans R défini par 

^r?i,r,2 = {{tl,t2) ^ '4'o{tl,t2) + rjlih)'(pl{h,t2) + ??2 (t2)V'2 (*! , ^2) 

+m{ti)m{t2)Mtut2); V'o,V'i,V'2,V'3 e î?(m^)}. 
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Comme précédemment, on a (/5 G ^»7i,»ï2 si et seulement si 
G C°°(M* X M*) et à support compact et s'il existe des 

suites i^kAv)) k,ieN et (Cfc.'(^))fc,«GN telles que 

la fonction RNi^p){ti,t2) = ^2) - ^ ti4^fc,K'/^') 

-m{'t2)Y.k,i<N'^ÏABk,i{^) - 'ni{ti)m{t2)Y.k,i<N'^ÏACk,i{'P) ^olt de classe 
pour tout m < N + —. 

Pour A' une partie compacte de R^, on note 'Hrii,r)2,K le sous-espace de 
^m,m formé des fonctions à support dans K. On fixe xi et X2 dans P(M), 
à support contenu dans K et égale à 1 au voisinage de 0. On pose 

TV 

TN{^){ti,t2) = ^{tiM) - Xi{ti)vi{ti) Yl tii^kAv) 

k,l=0 

N 

-X2{t2)mit2) X] -Xl(il)X2(t2)î?l(il)??2(t2) Y. tliCk,l{^). 

k,l=0 k,l<N 

On introduit les semi-normes suivantes 
d d 

\W\\i,k,N = sup l(^) {—) TN{^){ti,t2)\ pour Z + /c < 7V + (n/2). 

Les semi-normes ||9?||z,fc,Ar, \AkA(p)\, \BkAf)\ et \Ck,i{^)\ munissent 7^^^, 
d'une structure d'espace de Fréchet. L'espace 'Hni,r)2 est munie de la topologie 
limite inductive. 

Proposition 2.2.1. L'application 

r P(M"i X M'^^) ^ ^^^^^^ 

l / ^ (tl,t2) ^MQ,,Q,/(tl,t2) 

esf continue et surjective. 

Preuve : Montrons la surjectivité. Soient ■00) "^ii V'2i et ■03 £ 2?(M^). Grâce 
au théorème 2.1.3, il existe f et g dans 'D(M"i x M) telles que pour (ti,i2) £ 
M* X M*, on ait 

MQAf''){ti) = Mti,t2) + Vi{h)Mtut2) 
et MQ,{g'^){ti)=Mh,t2) + Vi{ti)Mh,t2). 

Toujours grâce au théorème 2.1.3, il existe k £ P(]R"i x M"^^ telle que pour 
{x,t2) G K"i X M*, on ait MQ^kx{t2) = f{x,t2) + ??2(t2)ff(a;, ^2)- Le lemme 
2.2.1 donne alors la surjectivité. La continuité est immédiate par le théorème 
2.1.3 . ■ 
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3 Comportement des intégrales orbitales 



3.1 Normalisation des intégrales orbitales 

L'intégrale orbitale d'une fonction / G 'D(q) est la fonction définie sur 
qreg gomme la moyenne de / sur chaque orbite H ■ X pour X G q''^^, ceci 
pour une mesure ff-invariante sur H-X que nous allons maintenant préciser. 

Soit p la dimension de q. On note dZ la mesure iï- invariante sur q définie 
par la densité /i donnée par ...,Çp) = |det((^(Çi,Çj)îj)|2. 

Pour X G q^^^f et a = Z^iX), on note U=\ JJ a*"" | . 

oGA(gc,ac)+ 

Par le lemme 1.20 et le théorème 1.27 de [15], il existe une unique mesure 
iîf- invariante dh sur H/Zh{X) normalisée de telle sorte que, pour tout / G 
Z)(q), l'on ait 

I = mrû;v\ 1^1 f^^- ^)^^)n(^) dx. 

JH.a \WH{a)\ Jar.a ^ Jh/Zh{X) 

On rappelle que la fonction 5, définie dans le paragraphe 1.3, vérifie 
\5{X)\ = \ JJ a™--i(X)| et 5'^ = So. 

a6A(gc,tic) + 

Définition 3.1.1. Pour f G 'P(q), on définit son intégrale orbitale sur q'^^^ 
par 

MH{f){X) = \ô{X)\ f f{h-X)dh. 

Jh/z„(x) 

La normalisation des intégrales orbitales choisie ci-dessus coïncide, à une 
fonction localement constante sur q^^^ près, avec celle de J. Faraut dans [5] 
pour les espaces hyperboliques et celles de Harish-Chandra pour les algèbres 
de Lie réductives réelles ([21] partie I, paragraphe 3). 

Par ailleurs, nous verrons que la fonction ô joue un rôle essentiel dans le 
calcul des composantes radiales des opérateurs différentiels ff-invariants à 
coefficients constants sur q et la normalisation choisie est particulièrement 
bien adaptée pour l'étude ultérieure des distributions propres invariantes sur 

q- 

Lemme 3.1.1. ([15] Théorème 1.23). Soit f G î^(q). Alors, pour tout a G 
car{q), la fonction Muf/a'-'^a ^st de classe C°° et à support borné dans a^^^ . 

Définition 3.1.2. Par le lemme 1.3.1, pour (Ai,A2) G ]R2u{(A,Â);A G C} 
il existe une unique H-orbite semi-simple ©(Ai, A2) de q telle que pour tout 
X G ©(Al, A2), l'on ait {u{X),v{X)} = {Ai,A2}. De plus, on a ©(Ai, A2) n 
mPiq ^$ si et seulement si (Ai, A2) G et 0{\i, A2)na2 ^ ^ si et seulement 
si Al = A2 G C. 
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Pour F une fonction H -invariante sur q^^^, on définit les fonctions 
et F2 par : 

si {tiM) e - diag alors F„,{ti,t2) = F{X) où X e 0{ti,t2) 

et si (r, e) G (M*)^ alors F2{t, 9) = F{X^^e) où X^^ G 02- 

Pour f S î'(c|), on notera pour simplifier A4fm = (A^jï(/)) et M.f2 = 

{MH{f))2- 

Avec les notations précédentes, la formule d'intégration de Weyl s'écrit 
sous la forme suivante : 

Lemme 3.1.2. Soit^ G -^Lc(l)^ f £ 'C(ci). On a la formule d'intégration 
suivante : 



<ï>{X)f{X)dX = [ {mU{ti,t2)Mf^{ti,t2)dtidt2 
Jti>t2 

+^Jt>0 im)2ir,e)Mf2{T,9)iT' + 0^)d9dT. 

Preuve : Avec la normalisation des mesures choisies 
précédemment, la formule d'intégration de Weyl s'écrit 

[ <è{X)f{X)dX = Y. I HZ)f{Z)dZ avec / f{Z)dZ = 

— ^ I HX)MH{f){X)\ n a{X)\dX. 

Plaçons-nous sur a = 0++. Un élément de a+^+ s'écrit X^^^uj = uiHi + 
U2k{Hi). Comme la base {Hi, k{Hi)} est orthonormale, on obtient donc 

/ ^Z)f{Z)dZ= \ ! ^Xu,,u,)MH{f){Xu,,u,)\^UiU2{ul-ul)\duidU2. 

Comme les fonctions considérées sont if-invariantes, un simple change- 
ment de variables donne 

/ ^{Z)f{Z)dZ= [ \tl-t2\<èmitl,t2)Mfraitl,t2)dtidt2. 
JHa Jti>t2>0 

Un raisonnement analogue sur o+^„ et a_^_ conduit à 

[ HZ)f{Z)dZ= [ {mU{ti,t2)Mfm{tl,t2)dtidt2. 
, „ JH a Jti>t2 



oG<car(Tnnq)> 



'tl>t2 

( 

Pour 02, on considère la base H^, et = 






-1 ' 


1 


-1 





1 



qui 



est orthogonale et de volume 2 pour uj. Ainsi, on a 

/ ^Z)f{Z)dZ = 2 / ^X^^e)MH{f){Xr,B)\^Te\{T^ + 9^)dTd9 
JHa2 
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^ > {\m2{r,e)Mf2{T,e){r' + e')drde. 

0>O 



La suite de cette partie est consacrée à l'étude du comportement des 
intégrales orbitales M-hH) au voisinage des points semi- réguliers de q. 



3.2 Méthode de descente 

Nous rappelons tout d'abord des résultats de S. Sano ([10] paragraphe 
2) concernant les décompositions radicielles. 

On note r la conjugaison de qq relative à la forme réelle g. Soit o G 
Car{q). On a alors la décomposition suivante de 0c '■ 



jf,j.(a) e ac © ne oii ne 



aeA(gc,tic) 



Il existe une base (Î^j)i<j<i2 de ne n fi vérifiant les propriétés suivantes : 
pour tout j £ {1, . . . 12}, il existe a G A(0ei <^c)~^ telle que Tj = Xj + a{Xj) 
où Xj G si a est réelle ou imaginaire et Xj G g^ © g^r si a est complexe. 
On pose ^{Tj) = Xj — a{Xj) si a est réelle ou complexe et ^{Tj) = i{Xj — 
a{Xj)) si a est imaginaire. La famille "i{Tj) est alors une base de ne H q. 

Si X G a, alors ad(X) induit un morphisme de ne H f) dans ne H q. 
On note det (ad(X)|J^^"^^^^) le déterminant de ad(X) dans la base choisie 
précédemment. Par un calcul analogue à celui de S. Sano ([16]proposition 
2.1), on obtient alors 



<iet(ad(X)|;;;,„,) 



n 

QeA(gc,nc)^ 



a{xy 



On considère maintenant [ = m ou [ = 33. On a alors car[{ n q) = {a G 
car(q),o C [ n q} et pour a G car(q n [), on remarque que 3inii(ci) = 3f)(ci)- 
On peut décomposer te de manière analogue à gc, ce qui permet d'obtenir 

f) = (n f) e (rcn f)) et q = m q e (rc n q), 
où te = g^- La famille formée des Tj (respectivement 

aGA(gc,nc)-A((c,nc) 

7(Tj)) associés à une racine a G A(gc, ae)^ — A([c, oc)"'' définit une base de 
rcnf) ( respectivement de te H q). Si X G 0, alors ad(X) induit un morphisme 
de te n f) dans te H q. On note def(ad(X)|^^j|!|^) son déterminant dans les 
bases choisies et on a 



dei(ad(x)i;/;;:;;) 



n "(^)" 

oeA(0c,ac)+-^('C:ac)"'" 
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Lemme 3.2.1. On pose Hn q = {X G [n q, det (ad(X)| j/jJ^^J) / 0}. L'ap- 
plication 7 : X l n q — 7- q définie par 'y{h, X) = h ■ X est submersive en 
tout point de H In q. En particulier, l'intégration sur les fibres (lemme 
2.0.1) définit la surjection 7* de V{H x^ In q) dans V{H -Mn q). 

Preuve : Pour (/i, X) G if x [ n q, X') G f) x [ n q et t G M, on a 

7(/i exp{tA),X + tX') = Ad{h){X + tX' + t[A, X] + t^Y) 

avec y G q. Par suite la différentielle de 7 en un point (/i, X) G ii x In q est 
donnée par d^^h,x)l{A X') = Ad{h){X' + [A, X]). Comme [X, l n [)] C ( n q 
et [X, rc n f)] C te n q, la discussion précédente donne le lemme. ■ 



3.3 Etude de A^iî(/) pour / G P(i/-'mnq) 

On rappelle que N = A''/f(tnnq) et on considère la submersion surjective 
7 : i/x^mnq — )• iî-^mnq obtenue dans le paragraphe précédent pour [ = m. 

Précisons tout d'abord les fibres de 7. Par le lemme 3.2.1 et la remarque 
1.3.1, pour tout X G mn q, on a 6'^{X) = So{X) = det{aà{X)\llj^^) et 

donc ^mnq = {X G mnq; So{X) / 0}. Par le lemme 1.4.2, pour X G^ mnq, 
on obtient donc 7"^(X) = {{h, ■ X);h £ N}. 

Pour (j) G T>{H x^ m n q) et /i • X G iî m n q, on pose : 



TT4(j)){h.X) = ô{X)j^{(l)){h ■ X) = ô{Xy^ [ (j){hu~^,u- X)du 

JN 

L'application vr* est surjective de V{H x^mnq) sur V{H -^mf^q) puisque 
7* l'est. 

Soit p la projection de x^ m n q sur n q. La surjection : V{H x^ 
m n q) — ^ V(^m. n q) est alors donnée par 

p^{(p){X) = j (f){h,X)dh. 
Jh 

L'intégrale orbitale sur mnq d'une fonction / G ^(^m n q) est définie , 
pour X G m n (f'^^, par : 

MNif)iX) := / f{h-X)dh 

Jn/Zh(X) 

Cette normalisation est compatible avec celle définie en début de paragraphe 
puisque, d'une part, Zj\j{X) = Zh{X) C N par le lemme 1.4.2 et d'autre 
part, pour tout G car (m n q), les racines de A(mc,ac) sont toutes de 
multiplicité un. 
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Proposition 3.3.1. Pour (f) G 'D{H m n q) et X emCi q^''^ , on a 

Preuve : Comme H et Zh{X) sont unimodulaires, on a : 

= / Tr^i(f>)ih-X)dh = [ [ cl){hu-\u-X)du 

Jh/Zh{X) Jh/Zh{X) Jn 

(j){hv~^u~^ ,u ■ X)dv dû dh. 

H/Zh{X) JN/Zh(X) JZh{X) 

cb{hu-\u- X)dù dh = Mn{p*{^)){X). 

H JN/Zh(X) 



Nous allons maintenant exprimer l'intégrale orbitale Mn{9) pour g G 
P(m n q) en terme d'une application moyenne Mq^^Q^^g) définie dans le 
paragraphe 2.2 oii ^ G 'D(]R^) dépend de /. 

On reprend les notations du paragraphe 1.4.1, en particulier, on écrit 
^ = 31+32 = mi®m2. On pose Zi = Zh{Hi) = {diag{a, b, a, d) G GL(4,M)} 
et Z2 = k{Zi). 

Lemme 3.3.1. Si X & mD q*"^^ alors, on a les isomorphismes de groupes : 

N^/Zh{X) ~ Zi/Zh{X) X Z2/Zh{X) 

~ {diag{l, 1, 1, d); d G M*} x {diag{l, 1, c, 1); c G M*} 

Preuve : Par le lemme 1.4.2, on a Zh{X) = {diag{a, I3,a, (3) G GL{4:, 
Les isomorphismes donnés sont alors clairs. 

On note q la forme quadratique définie sur M? par q[x,y) = x'^ 
y^. On définit l'isomorphisme ip de M? dans mi H q par ip{x,y) 















x + y 








X — y 



\ 



de telle sorte que Q oïl) = q. 



I 



Lemme 3.3.2. Pour g G V{xn\ n q) et Xi G (mi n (\f''^, on a 

g{u ■ Xi)dù = MQo4goij){Q{Xi)). 

Zi/Zz^{Xi) 

Preuve : Pour Xi G (mi n c\Y^^, le groupe Zz^iXi) = {diag{a, P,a, (3) G 
GL(4,M)} est indépendant de Xi. On le note Ci. La formule d'intégration 
de Weyl sur mi H q assure que, pour tout F G on a 

iimnq ^ ° Q{Xi)g{X^)dX, = 4^ 2xF{x^) /^^/^^ g{u • 0))dù dx 

+ Ir+ 2yF(-y2) J^^^^^ g{u ■ ^^(0, y))dù dy. 
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Par ailleurs, on a J^^^^g{Xi)F o Q{Xi)dXi = J^2 g o il){x,y)F{x^ - 
y'^)dx dy = Mço^ig o ip){t)F{t)dt ce qui donne le résultat voulu. ■ 

De même, l'application Kotjj définit un isomorphisme de dans m2 H q 
tel que QoKoil; = qeton obtient un résultat similaire sur m2 H q. 

Pour g G P(mn q) on définit l'application g sur M? x M? par g{u,v) = 
g{'tp{u) + KO'il){v)). 

Corollaire 3.3.1. Pour g G V{m n q) et X = Xi + X2 £ (mi m2) n q''''^ , 
on a 

MNo{g){X) = [ g{urXi+U2-X2)dùidÙ2 = M,,,g(Q(Xi), ^(Xs)) 

JZi/Zh{X)xZ2/Zh{X) 

Preuve : Ceci se déduit immédiatement du lemme précédent et du lemme 
2.2.1. ■ 

Corollaire 3.3.2. Soit f e ^(iï' mn q). Alors, il existe fo € x M^) à 

support dans {{u, f) E x M^; q{u) / q{v)}, telle que, pour X = X1+X2 S 
(mi © m2) n q"^^^, on ait 

MH{f){X) = MgJo{Q{Xi),Q{X2)) + MgJo{Q{X2),Q{Xi)) 

Preuve : Comme l'application vr,, est surjective, il existe cp £ ^{H x^ m n q) 
telle que / = 7r*((/)). Par la proposition 3.3.1, pour tout X £ mCi q*"*^^, on a 
MH{f){X) = MN{pM)iX) = MNo{p*{mX) + MNo{j^m^{X)). Le 
corollaire précédent permet de conclure en prenant /o = p*{(t))- ■ 

Selon la définition 3.1.2, pour tout (ti,t2) £ (M*)^ — diag, on 
note Mfm{ti,t2) = MniDiXt^fy) où Xt^^t2 m n q vérifie 

MXt^,t2),v{Xtr,t2)} = {ti,t2}. 

On définit le sous-espace "Hj^ de 'Hri,r) avec r/(t) = log(t), par 



^log = {(ii,i2) G - diag ^ ipo{ti,t2) +log\ti\ipi{tut2) 

+ log\t2\(pi{t2,ti) + log log |t2|<^2(ii,i2); m,Vi,^2 £ 'C'iM^ " diag); 
(fo et ip2 sont symétriques par rapport aux deux variables}. 

Théorème 3.3.1. 1. Pour tout f G V{H m n q), on a MU G V-fog 
2. L'application 



f ^ MU 
est continue et surjective. 
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Preuve : Soit / G V{H m n q). Par le corollaire 3.3.2, il existe /o € 
P(M^ X M^), à support dans {{u,v) e x W^]q{u) / q{v)}, telle que pour 
X = Xi + X2 G (mi © m2) n q''^^ avec ti = Q{Xi) et t2 = Q(^2), on 
ait MUihM) = MH{f){X) = MgJo{ti,t2) + MgMt2,h). Grâce au 
théorème 2.2.1 et compte-tenu du support de /o, on obtient alors ^Afm & 

Montrons maintenant la surjectivité de l'application. Soit F E "^fog- 
existe e > tel que pour |ti — t2\ < \/£ on ait F{ti,t2) = 0. D'après la 
proposition 2.2.1, il existe / G VÇR? x M^) tel que pour (ii,i2) G M* x M*, 
on ait 

puisque les fonctions considérées sont symétriques par rapport aux deux 
variables. 

Grâce au corollaire 3.3.1, la fonction g £ Vim. Ci q) définie par g{Xi + 
X2) = ^f{il)~^{Xi),K o ■il;~^{X2)) pour Xj G m-,- fl q, vérifie, pour tout 
X = Xi + X2 G m n q^'^s^ les relations 

M^og{X) = hlg,gf{Q{Xi),Q{X2)) et M^og o = 
^Mgj{QiX2),Q{Xi)). Ainsi, on obtient Mn9{X) = F{Q{Xi),Q{X2)). 

Maintenant, on fixe une fonction x dans Î)(]R) telle que x| = 1 et 
x|R-[-e;£] = 0. La fonction {1 — x° So)g appartient cette fois-ci à 'D(^m n q) 
et vérifie Mn{{1 - X ° So)g){X) = {l - x{{ti - t2?))F{ti,t2) = F{ti,t2), 
pour X = Xi+X2 tel que Q{Xi) = h et Q{X2) = ^2- 

Par la surjectivité dep*, il existe cj) G P(i/x^mnq) telle que {l—x°So)g = 
p*{(j)) et par la proposition 3.3.1 on a AiH{'^*{4'))iX) = J^iy{p^{(j))){X) = 
F{ti,t2) ce qui donne la surjectivité. La continuité est immédiate par le 
théorème du graphe fermé. ■ 



3.4 Etude de Mnif) pour f eV{H ^sHq) 
On rappelle (lemme 1.4.4) que N3 = Nni^s H q) 



K 



h 








-h 



et 



A 








A 



n KNi avec 



; A G GL(2,M) }. On note 73 : 



-f^ 33 n q — )• n q la submersion surjective obtenue dans le lemme 3.2.1 
pour [ = 33. 

Lemme 3.4.1. 1. On garde les notations du paragraphe 3.2. Pour X G 
33 n q, on pose u^iX) = IdetiadiX^^/ f^T 



Six 






Y 


Y 






if)/33nf)^i- 

G 33 n q alors on a i^siX) = 4{trY)'^\det{Y)\. 



En particulier, on a ^33 n q = {X 






Y 


Y 






■,trYdetY / 0}. 
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Y ' 


Y 






(try)2 det(y) > OL Alors 



2. Soit (33 n q)+ = 

i7-^33nq = if- (33nq)+. 

3. Si h - (33 n q)+ n (33 n q)+ / a/ors /i G N3. 

Preuve : Soit G< car(33 n q) > et X G 0. Comme A((33)c, ac)''" = 

le lemme 3.2.1 donne i^siX) = {aia2pi){X) . Or, par la remarque 1.3.1, on 

a (aia2)(X) = A^/S{X) = A\det{Y)\ et /3|(X) = {trY)"^, et donc i/3(^) = 
4:{trY)'^\det{Y)\. L'assertion 1. s'en déduit par densité des éléments semi- 
simples. 



Soit X 







Y 



Y 







G^ 33 n q. Si det{Y) > alors X G (33 Pi q)+ sinon 



p 














Y 


Y 






que 




= 1 


f Ul 







Ul 


\ 







-U2 


Ul 






-1*2 


" / 



la matrice y possède deux valeurs propres non nulles de signe contraire. En 

avec 

- ' ' ^ \ U U2 J 

U1U2 < 0. On a alors 

/ 

V 



avec Q 



Ad 



/ 1 








-1 



V 











ce qui donne l'assertion 2. 



1 
1 / 

Soit X G (33 n q)+ et h £ H tels que h- X £ (33 n q)+. 
Si X est régulier dans q alors, par le lemme 1.4.4, il existe /iq G N3 tel 
que 3fj(/io • X) = a avec a = a+^+ ou a = a2. Comme h • X est également 
régulier et l'action adjointe d'un élément de H ne modifie pas la nature réelle 
ou complexe des racines, il existe hi G A''3 tel que 3(j(/ii/i • X) = a. Ainsi, 
on a hihh^^ G NH{a). Comme X G (33 H q)+, le lemme 1.2.2 assure que 
h^hh^^ G et donc h G N^. 



Si X n'est pas régulier, on écrit X 






Y 


Y 






et les deux valeurs 



propres de Y sont égales. Ainsi, la décomposition de Jordan de Y s'écrit 
ti , 

+ Yn, OÙ Yn est une matrice nilpotente et u est 



sous le forme Y - 
un réel non nul. 
En notant h 



u 



A 








B 



, on a h ■ X 






AB'^ ' 


BA-^ 






+ h ■ 






Yn 


Yn 






et ceci est la décomposition de Jordan de h • X dans 33 ([21] 
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Partie I, lemme 3 du chapitre 1). On obtient donc u 







P~^. Ainsi 



Ainsi, on a AB = BA et par suite, il existe P dans GL(2,]R) et £1,62 
dans {±1} tels que AB^'^ = P 

( 



ei 

£2 



h-X 



\ 






AYA^^P 




p 


r £1 ^ 

V £2 j 


P-^AYA-^ 


J 



Comme h - X est dans (33 n q)+ alors < det{AYA ^P 



£1 
£2 



P- 



£i£2det(y). Comme ^ € (33 H q)+, on a det(y) > et donc £1 = £2. On 
obtient alors h G A''3, d'oii l'assertion 3. m 

Nous souhaitons préciser le comportement des intégrales orbitales au 
voisinage des points ff-conjugués à a+^+ n 02 C (33 H q)+. Pour cette étude, 
nous considérons la submersion surjective 

ir-i-.Hx (33nq)+ H ■ {^3 n 

Par le lemme 3.4.1, pour h-X G • (33 n q)+, on a TT^^{h ■ X) = 
{{hu~^,u ■ X);u S A''3}. Ainsi, l'application surjective (773)* : V{H x (33 n 
q)+) — )■ 'D{H ■ (33 n q)+) est donnée par 

{7r3)^{ip){h ■ X) = i^sixy^ [ ip{hu~\u-X)du 
pour if G V{H X (33 n q)+) et {h, X) G i/ x (33 n q)+. 

Lemme 3.4.2. Pour t e M. et X' e [33,33] H q, tel que tH^ + X' soit dans 
33 n q''^f , on a : 

Zh{tHs + X') = Zj^o{X'). 



Preuve : On note X = rH-i + X' 






Y 


Y 






. Montrons dans un premier 



temps que Z^iX) est inclus dans N^^. 

Soit h G Zh{X). Comme X est régulier, par le lemme 1.4.4, il existe 
hi G A'3 tel que Xi = hi • X soit un élément de a+_+ ou de 02. Si Xi G 02 
alors Xi et donc X appartiennent à (33nq)+ et le lemme 3.4.1 donne h G N^. 
Si Xi G alors hihh^^ G Zh{Xi) C A''3 par le lemme 1.4.2 et donc, on 
a également h £ N^. 

Maintenant, par régularité de X, on a également tr{Y) 7^ et donc Y 
et —y ne sont pas conjugués ce qui implique que h G N^. 

Or, pour h dans N^^, on a /i • {tH-^ + X') = tH^ + h ■ X' ce qui donne le 
lemme. ■ 
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On introduit la fonction ^3 définie sur 33 H q par : 
ôsirHs + X') = 

où r e M et X' G [33,33] n q. Pour o € car(33 n q) et X G 0, on a 

\ôsix)\=\ n «-'^-'wi- 

QeA+((33)c,oc) 

L'intégrale orbitale d'une fonction / G ^-'((33 H q)+), est alors donnée 
pour X G (33 n q)?^, par : 



MNAf)ix) = Mx)\ / f{h-x)dh. 

JN3/Zn.j{X) 

On note la projection de H x (33 n q)+ sur (33 n q)+. Compte-tenu de 
la normalisation des intégrales orbitales choisie, on introduit l'application 
(ps)* définie sur î)(if x (33 n q)+) par 

où (p3),((/))(X) = J^(l){h,X)dh pour G X (33nq)+) et X G (33nq)+. 
L'application (^3)* est surjective de 'D{H x (33 n q)+) dans ^^((33 H q)+). 

Proposition 3.4.1. Pour <f) G x (33 n q)+) et X e (33 n q)+^, on a 

MHiiTT-sumx) = MN.mumx). 

Preuve : Soit X G (33 n q)+^. Par le lemme 3.4.2, on a Zh{X) = Zn^^X). 
La preuve est ensuite identique à celle de la proposition 3.3.1 ■ 

Remarque 3.4.1. Soit F G ^(33 fl q). Comme N3 = U KN^ et 
Ad{K)\}s n q = -/(i|33 n q, pour X G (33 n q)+^, on a 

[ F{l-X)di= [ F{l-X)di+ [ F{-l-X)di 

Jn-j,/Zh{X) Jno/Zh{x) Jn°/Zh{x) 

Par ailleurs, grâce au lemme 3.4-2, en posant X = tH-^ + X' avec r G K et 
X' G [33,33] n q, on a 

/ F{l-X)di= I F{tH3 + 1 ■ X')di. 

Jn9JZh(X) Jni/z^o(x') 
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Nous exprimons maintenant l'intégrale orbitale A4.Nz{g){TH^ + X') de 
9 £ "^(33 1^ 1)) en terme d'une application moyenne MQ{g-j-) définie dans le 
paragraphe 2.1 où ^ G P(M^) dépend de g. 



L'espace [33,33]nq est isomorphe às[(2,]R) par ii 






Y 


Y 






Y. Le 



groupe iV| est isomorphe à GL(2,M) et pour A G GL(2,M), y G s[(2,]R), on 



a A-y = ii( 











A 






y 


y 






De plus, la restriction de Q à [33,33] H 






y 


y 






q est la forme quadratique A'^g-invariante donnée par Q 
-2det{Y) pour Y G s[(2,R). 

Notons 53 la forme quadratique définie sur par q3{x, y, z) = x^^y^—z^ 
et 1/^3 l'isomorphisme de M'^ dans [33,33] H q défini par 

/ 






X y + z 


y — z —X 


X y + z 





y — z —X 


2<?3. 





Lemme 3.4.3. Pour toiit 3 G î'([33, 33] Hq) powr towi X G ([33,33] nq)*"^^, 
on a 

l<53(X)| /" g(l.X)di = M,,{go^l,:,)&X)) 

Preuve : Ce résultat s'obtient comme le lemme 3.3.2 en écrivant la formule 
d'intégration de Weyl pour la paire symétrique (s[(2,R) x s[(2,M),s[(2,M)). 



Pour g G ^^(33 H q) on définit la fonction g sur M x par 

g{T,u) = g{THs + Tpsiu)) 

Corollaire 3.4.1. Soit g G ^(33 n q) et X = tH^ + X' e (33 n q)''"f . On 
Q{X') 



note w 



On a alors 



MNMi^) = Mg.^{gr + g^r){w). 
Preuve : Par la remarque 3.4.1, pour X = tH^ + X' G (]Ri73e [33,33]) Rq''^^', 



on a 



Mn-AX) = \6s{X)\ f^o/z„ix) 9{rHs + / • X')di 

+ M-X)\ Ir,o/z,(x) 9i-rHs - l ■ X')dL 
Comme Q{X') = Q{—X'), le résultat découle du lemme précédent. 



39 



Corollaire 3.4.2. Soit f G D{H ■ (33 n c|)+). Alors il existe une fonction 
fi G 'D(U.'^) paire par rapport à la première variable et à support contenu dans 
{ (r, n) G M* X ; 2t^ - qs (u) > 0} , telle que pour tout {t,X') G R x [33 , 33] n q 
vérifiant tH^ + X' £ (33 n q)!jf^, on ait 

MHif){rHs + X') = M,^{h)r{Q{X')/2). 

Preuve : Comme l'application (7r3)^, est surjective, il existe 4> G î?(ff x (330 
q)+) telle que / = {'n-3)^,{(j)). On note g = (p3)*((^) de sorte que MniDiX) = 

Soit /i la fonction définie sur M x par /i(r, u) = g{T,u) + g{—T,u). 
Comme g G î^((33 n q) + ), la fonction g est à support contenu dans {(r, u) G 
R* X R^; 2r^ - q:i{u) > 0}. Par le corollaire précédent, on a MniDi^H^i + 
X') = Mq^{fi)r{Q{X') /2) et /i vérifie les propriétés demandées. ■ 

Soit {t,w) g r* X r* tel que > w. Par le lemme 1.3.1 et la remarque 
1.3.1, il existe une unique ff-orbite régulière O = H-X{t, w) avec X{t, w) = 
tHs + X' e n (Ri?3 e [33,33])+ tel que Q{X(t,w)) = 2{t^ + w) et 
S{X{t,w)) = (r^ - w)"^. Ainsi, pour / G V{H ■ (33 n q)+), on définit la 
fonction Gf sur (R*)^ par 

r - / siT2>w; 

G/(r ,w) - 



sinon 
Par le corollaire 3.4.2, la fonction Gf est paire par rapport à r. 

Remarque 3.4.2. Pour w > t'^ > 0, on a immédiatement H ■ X{t,w) = 
H • r^) et donc, dans ce cas, on obtient 

MH{f){X{T,w))=Gf{^,T^). 

On définit le sous-espace T-Ly'^^ de li}^ où ry(t) = Y{t) est la fonction d'Hea- 
viside, par : 

^pair ^ 1^^^^^ ^ a{T,w) + Y{-w)\w\^/H{t,w); 

a,b Î)(R* X R n {(r, tf); > w}) paires par rapport à r}. 
Théorème 3.4.1. 1. Pour tout f G V{H ■ (33 n q)+), on aGf e TiÇ"' 



2. L'application 



P(i7.(33nq)+) ^ 



f ^ g] 



est surjective et continue. 
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Preuve : Soit / € ^^{H • (33 n q)+). Montrons tout d'abord que Gj est dans 

Grâce au corollaire 3.4.2, il existe /i G 'D(M^) paire par rapport à la 
première variable et à support contenu dans {(r, u) G M* x R'^; 2t^ — q'i{u) > 
0}, telle que pour X = tHs + X' e (53 n q)!i!^ avec r G M et X' G [33, 33) n q 
vérifiant Q{X')/2 = w, on ait 

GfiT,w) = MH{f)iX) = Mg,{h)r{w). 

Grâce au théorème 2.1.3 et compte-tenu du support de /i, on obtient alors 

Gf G nç''. 

Montrons maintenant la surjectivité de l'application. Soit G G . Il 
existe e > tel que 

t'^ < e out"^ - w < e =^ G{t, w) = 0. 

Grâce au théorème 2.1.3, il existe g G x M^) tel que pour t,w £ M*, on 
ait 

G{t,w) = Mg,{g^){w) = Mg,{-g^){w) + Mg,{-g_r){w). 

Grâce au corollaire 3.4.1, la fonction go G 'D(33nq) définie par (7o(rif3+X') = 
g{T,^P^Hx'))+g{-T,i;^\X')) vérifie 

MNsi9o)irH3 + X') = GiT,QiX')/2). 

Soit X une fonction de classe C°° nulle sur ] — 00; |] et égale à 1 sur [e; +oo[. 
Pour X = tH3 + X' e {RH3 + [33,33]) n q, on pose M^) = et M^) = 
- QiX')/2. Soit 6 la fonction définie pour X = TH3 + X' £ {UH3 + 
[33,33]) n q par 

e{x) = MX)MX) = x(t')x(t' - Q{x')/2). 

Cette fonction est A'^s-invariante et pour < | ou — Q{X')/2 < |, on a 
e{X) = et pour > e et r2 - Q{X')/2 > e, on a e{X) = 1. Ainsi 6*50 est 
à support dans (33 n q)+ et vérifie pour Q{X')/2 = w la. relation 

MnA09^){X) = Xir^)x{r^ - w)G{t,w) = G{t,w). 

Par surjectivité de l'application (ps)*, il existe (j) ë ^{H x (33 n q)+) telle 
que 6go = ip3)*{(p) et par la proposition 3.4.1, on a A^ff ((7r3 )*((/>) )(X) = 
M Nsiiph) *{(!>)) (X) = G{t,w), ce qui achève la preuve. ■ 
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4 Opérateurs différentiels et solutions propres 

La forme ff-invariante et non dégénérée u}{X, X') = —tr(XX') induit un 

isomorphisme de S{qc)^^ dans C[qc]^''^ = C[Q,S]. Dans cette partie, nous 
déterminons les fonctions i?-invariantes et analytiques sur q^^^ solutions du 
système 



(^x)(q 



reg\ 



où X est un caractère de C[Q,S] = C[qc]^'^. Comme C[qc]''^'^ est isomorphe 
à C[o+,+]^"^"+'+-', un tel caractère est déterminé par (Ai,A2) G avec 
x{Q) = Al + A2 et x{S) = A1A2 et il est dit régulier si AiA2(Ai — A2) / 0. 

Dans toute la suite, on fixe un caractère régulier x associé à (Ai, A2) G C^. 

Soit a un sous-espace de Cartan. Nous rappelons que la partie radiale 
sur d'un opérateur différentiel D défini sur cf^^, que l'on notera Aa{D), 
est l'opérateur différentiel défini sur a^'^^ vérifiant pour toute fonction / de 
C°°{q)^, la relation 

A„(Z))(/|„-.) = (D/)|„-«. 

Ainsi, la fonction <I> est solution de {E^){q''~'^^) si et seulement si elle 
satisfait sur o'"'^^ le système 



reg\ 



A„(aQ)«> = (Al + A2)«' 
Aa{dS)^ = AiA2$ 



Dans cette partie, nous allons déterminer, pour tout sous-espace de Car- 
tan a de q, les parties radiales de d{Q) et d{S). Nous déterminerons ensuite 
les solutions sur a^'^^ du système {E^){a^^3y 



4.1 Parties radiales 

Soit a un sous-espace de Cartan. Pour Ç G et /c une fonction Wnci'^c)- 
invariante de A(gc,ac) dans C, on note T^{k) l'opérateur de Dunkl défini 
par 

^-^ a 

agA(gc,oc)"'' 

avec Va = ida — ^j^j^o- L'opérateur T^{k) agit sur C[a] et sur C°°{a). 

Nous rappelons tout d'abord quelques propriétés remarquables de ces 
opérateurs de Dunkl dont les preuves sont précisées dans [3] et [9]. 

Pour G a, on a [rç(A;), Tç/(A;)] = 0. Ainsi l'application Ç i-> Tç(A;) de a 
dans l'ensemble des opérateurs de C°°(o^^^) s'étend en un homomorphisme 
injectif de ^(oc) dans l'ensemble des opérateurs de C°°{a^'^^). On note Tp{k) 
l'image de p G ^(ac) par cette application. 
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Lorsque p G 5(oc)^^c(°c)^ l'opérateur Tp{k) est un opérateur différentiel 
sur l'espace des fonctions Wiïj.(oc)-invariantes sur o. On note Dp{k) la res- 
triction de Tp{k) à l'espace des fonctions VFjïf,(ac)-invariantes sur a. 

Soit ReSa rhomomorphisme de restriction de C[qc]^^ dans C[ac]'^^c("c) 
donné par P ^ P\a^. La restriction de w à ac x ac est non dégénérée, donc 
elle induit un isomorphisme de S{ac)^"c^°^^ dans C[ac]^^c(°c) notera 
également ReSa l'iiomorphisme de restriction de S'(qc)''^'' dans 5(oc)^^c("c) 
que l'on déduit. 

Théorème 4.1.1. ([If^] paragraphe 1.1) Soit P S »S'(q)''^ et k la fonction 
définie sur A(0C)Cic) P^'" = Alors l'action de Aa{dP) coïncide avec 
celle de Djif,g^(p-^{k) sur l'espace des fonctions Wnd'^c) -invariantes sur a. 

Dans toute la suite, nous considérons la fonction k définie par /cq, — ^^^j 
pour a parcourant A(gC)flc)- On pose 

I{k) = Yl = n 

C(eA(5c,ac)+ aeA(gc,ac)+ 
Remarque 4.1.1. On a \I{k - i)| = \ô\ et \I{k)\ = U 
Théorème 4.1.2. ([ i i ] proposition 3.9(1)). Pour p ^ S{ac)^"c'^'^'^\ on a 

Dp{l -k) = I{k - ^) o Dp{k) oI{^-k) = ôo Dp{k) o ô'^. 
Preuve : Le résultat d'Opdam donne la première égalité, la deuxième en 

r J(k—-) 

découle car les fonctions tjî et -rrr, — sont localement constantes sur a^'^^.m 

Pour a G A(0Cîflc)) on pose 

La ■■= -^dhaiadha) = \dh\ + -dha- 
4a 4 a 

Nous rappelons que l'on note ai et a2 les deux racines positives de multi- 
plicité un de a. 

Proposition 4.1.1. On a 

A^{dQ) = o {La, +La,)oô = 1(1/2 - k) o {La, +La,)o I{k - 1/2) 
A„(Ô5) = o {La.La,) o 6 = 1(1/2 - k) o {La.La,) o I{k - 1/2). 

Preuve : La première assertion est dûe à Dunkl ([3] et [9] théorème 1.6) et 
s'obtient par un simple calcul que nous reprenons ci-dessous pour obtenir la 
deuxième assertion. 
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Pour P G S'(q)^, on note p = ReSa{P). Grâce aux théorèmes précédents, 
sur l'espace des fonctions Wffc(ac)-iiivariantes sur ac, on a les égalités sui- 
vantes : 

Aa(ôP) = (5-^ o Dp{l -k)o5 = I{^-k)o Dp{l - k) o I{k - 

Calculons Dp{l — k) pour P = Q et P = S. En utilisant l'isomorphisme 
ac — induit par w, on a ReSa{Q) = ^ = ^ et ReSa{S) = 

"f^i _ ^^i^Q2 

16 16 • _^ _^ 

Par définition, on a Tç(l — A:) = é?g + ^Q:i(0 q°^ +^Q2(0 ag"^ ' Comme 
les racines ai et «2 sont orthogonales et ai{hai) = Q(^aJ = 4, pour i E 

1 — r 

{1, 2}, on obtient T/,^, (1 - k) = dha, + 2 ^, et par suite 



il-k)=dhl+ 2dK^ o + 2^—^ o dK^ + 4 ^ 



a,- a,- \ a 



Les relations ra^odhai = d{ra^{haJ)ora^ = -dhaiOra^ et 
0, donnent finalement 



1 -^g. 
ai 



2 



2 



et 



r;,2 (1 - A:) = dhi + —dK^ + — o + 2a/i, 

ai ai - ai 

On obtient donc les égalités suivantes : 

D/,2 +;,2 (1 - /c) = + —dK, + + ±ô/i„, = 4(L„, + L„J. 

puisque les racines ai et «2 sont orthogonales. D'oîi le résultat. ■ 

4.2 Solutions du système E^{à^'^^) 

Soit $ une fonction i7-invariante et analytique sur c\^^^ solution 
du système {E^)(c\^'^^). Par iî- invariance, la fonction $ est uniquement 
déterminée par ses restrictions à a*"^^ pour o G< car(q) > et par le théorème 
4.1.1 et la proposition 4.1.1, pour tout a G< car(q) >, la fonction H- 
invariante (|(5|$)|o''^^ est solution du système suivant : 

(a J (Lai +^«2)^ = (Al + Aa)^ 
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Pour j = 1,2, précisons l'expression des opérateurs en terme des 
coordonnées sur o €< car{q) >. Soit a = o^j^ej avec ej = ±. 

La racine aj est réelle si et seulement si ej = +. Dans ce cas, on a 

La racine aj est imaginaire si et seulement si Cj = —. Dans ce cas, on a 

Pour = 02 et a = 2{t±i9), on a dha = ^=Fî^ et = i =f + 

On introduit l'opérateur différentiel de Bessel d'une variable complexe 
Le et son analogue réel L 

L'opérateur L correspond à la partie radiale de l'opérateur de La- 
place pour la paire symétrique (so(2, l),so(l, 1)) et s'obtient à partir de 

+ P^-^ le changement de variable t = u^. 

L'équation LcU = \y est de type Fuchs en et ses solutions s'expriment 
à l'aide des fonctions de Bessel. Plus précisément, on rappelle le résultat 
suivant : 

Proposition 4.2.1. ([lo] paragraphe 16.32 et [4] appendice A (4)) Pour 
X £ C, on pose 

^^{z) = > ,\ et wx(z) = y \ ; ' , où aix) = -2—} f 

^ ^ Z^4n^l 2 -^v 7 4" n! 2 ' ^ ^ P x + l 

n>0 ^ ^ n>0 ^ ' \ ' J 

1. Un système fondamental de solutions de L^y = \y sur C — M_ 
est donnée par la fonction analytique complexe ^\ et la fonction 
Wx{z) = w\{z) + \og{z)<è\{z) où log désigne la détermination princi- 
pale du logarithme sur C — M_ . 

2. Un système fondamental de solutions de Ly = Xy est donnée par 
la fonction analytique réelle ^xit) et la fonction W^{t) = w\{t) + 
log\t\^x{t) 

Pour A G C*, on pose 

Sol{L, X) = {ye C^{M.*,C); Ly = Xy} 

et 

Sol{Lc, X) = {y : C — M_ — )• C, analytique; Lcy = Xy}. 

Nous allons exprimer les solutions du système {Sar^s^^) pour o G< 
car(q) > en terme des fonctions $a et W\ données dans la proposition 
précédente. 
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2. 



Considérons tout d'abord le cas o G , ci-,-}- Pa-r -ff-invariance 

des fonctions considérées, il est naturel d'introduire, pour i € {1,2}, les 
opérateurs différentiels 

La description précédente des opérateurs La. permet d'obtenir le lemme 
suivant : 

Lemme 4.2.1. Soit a G {ci+,+ , Q-,-}- Si $ est une solution analytique 
Wh{ci) -invariante de {Sareg^^) alors il existe une fonction ^ analytique sur 
{{ti,t2) G MV {ti-t2)tit2 / 0}, telle que : 

1. ^{ti,t2) = *(t2,tl), 

(Li + L2)^'(ti, ts) = (Al + A2)^'(ti, t2) 

LiL2^'(tl,t2) = AiA2^(tl,t2) 

3. Pour tout X G a*"^», alors ^{X) = ^{u{X),v{X)) où {u{X),v{X)} 
caractérise la H-orhite de X (lemme 1.3.1). 

Proposition 4.2.2. Les solutions ^ de classe sur {(ti,t2) £ 1^^/ (^i — 
^2)^1*2 / 0} du système 

[{Li + L2)mti,t2) = (Al +A2)^(tl,t2) 
LiL2^'(tl,t2) = AiA2^(tl,t2) 

sont sur chaque composante connexe de {(ti,t2) £ 1^^/ (^i —^2)^1*2 / 0} des 
combinaisons linéaires des fonctions 

{tiM) ^ A{ti)B{t2) et {ti,t2) ^ A{t2)B{ti), 

où A et B parcourent respectivement Sol{L, Ai) et Sol{L, X2). 

Preuve : Soit ^ une solution du système considéré. Pour i G {1,2}, on a 
donc (L? — (Al + A2)-Li + AiA2îc?)^' = 0, et par suite, 

^ G ker(Lj^ - (Ai + A2)Li + XiX2id) = ker(Li - Xiid) © ker(Lj - X2id). 

Par la proposition 4.2.1 (2.) appliquée à Li, il existe une famille (fl'j)je{i....4} 
de fonctions définies sur M telles que 

'i'{ti,t2) = gi{t2)^xAti) + g2{t2)W{^{ti) + gs{t2)<èx2{h) + g4{t2)W^ti). 

En inversant la matrice correspondant au wronskien de ti 1— î- ^x-{ti) et 
ti I—)- Wx_{ti), pour f G {1,2}, on en déduit que les fonctions gi,g2,g3 et 34 
sont de classe sur {(ti,t2) G (*i - t2)ht2 / 0}. 
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En reprenant le système initial et tenant compte la liberté des fonctions 
ti I-)- ^\^{tl) et il I— )• W^_{ti), pour i £ {1, 2}, on en déduit que gi et 52 sont 
dans Sol{L, A2) et que gs et 34 sont dans Sol{L, Ai). ■ 



Etudions maintenant le cas particulier de 02- 

/ 

Un élément de 02 s'écrit X^- g = 

V 






T -e 




e T 


T -e 







9 T 





avec (r, 9) G 



On note 1^ chambre de Weyl de Og*^^ formée des X^-^g tels que r > 
et ^ > 0. Ainsi une fonction VI///(o2)-invariante solution de •S'u^^s^^ est 
uniquement déterminée par sa restriction à et vérifie le même système 
sur que l'on notera S 



Pour i = 1,2, on note 



Proposition 4.2.3. Si ^ est une solution analytique de {S^+ ^) alors 

il existe un ouvert connexe U de contenant {(^1,^2) £ C^;zi = 
Z2 et Im{zi) > 0} et une fonction '■ U — t- C analytique sur U telle que : 

^ r [{Lc,l + L,^2)^,]{zi,Z2) = {Xl + X2)-^c{zi,Z2) ^ 
1 Lc,lLc,2^c[zi,Z2) = \l\2^c{zi,Z2) ' 

2. Pour T>0et9>0 alors on a = ^'c((r + i9)'^, (r - i9)^). 



Preuve : On note = {{x,y) G > 0}. Par le lemme 1.3.1, pour tout 

(x, y) G -D+, il existe une unique iî-orbite O de cf^^ telle que O n a2 / et 
pour tout X G O alors {u{X),v{X)} = {x + iy,x — ly}. 

Ainsi l'application 7 définie sur par 'y{Xrfi) = (r^ — 9^ ,29t) est un 
difféomorphisme analytique de 02 dans d'inverse analytique donné par 
7~-^(x,7/) = Xt-^q avec r = Re{y/x + ly) et 9 = Im{y/x + ly) oh la fonction 
racine y/z = eâ est définie sur C — M_. 

On définit la fonction ^'o sur Dj^ par ^q{x, y) = '^o'^~^{x, y). Cette fonc- 
tion est analytique réelle sur Dj^ et, en notant Lq = {x + ly) 



d_ 

dx 



+ 



d_ 

dx 



elle satisfait le système suivant sur : 

, , {Lo + LÔpo(.x,y) = {Xi + X2)'^o{x,y) 

pol^+j j I LoLo^o(x, y) = XiX2^o{x, y) 

Comme la fonction ^0 est développable en série entière au voisinage 
de tout point de D^, pour tout (xo,yo) £ D^, il existe une famille 
(om,n)(m,n)eN2 de nombres complexes et iî > tels que : 
a) la famille (am,n''™^"')(m,n)gN2 est sommable pour tout r < R 
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b) pour \x — xo\ < R et \y — yo\ < R alors '^o{x,y) = am,n{x — 

m,n>0 

3Jo)™(y — yo)") cette expression étant indépendante de l'ordre de sommation 
des termes ([12] théorème 2.2.6). 

Par suite, il existe une famille (^m,n)(m,n.)GN2 de nombres complexes telle 
que, pour tout r < iî, la famille (&m,n'^"*^")(m,n)eN2 soit sommable et, en 
posant z = X + ly et zq = xq + lyo, pour \z — zo\ < -R, on a 

^0{x,y)= bn,,n{z- ZorÇ^^T- 

m,n>0 

Ceci permet de définir la fonction sur le disque de centre (zo,zô) et 
de rayon R dans en posant 

^cizi,Z2)= hra,n{zi- Zq)'^{z2-Z^T. 

m,n>0 

Cette construction est licite au voisinage de tout point (zq,^) tels que 
{Re{zo), Im{zo)) S Ainsi, par prolongement analytique ([12] théorème 
2.2.6 et remarque qui suit le théorème 2.2.7), il existe un ouvert connexe 
U de contenant {(21,^2) G C^]Zi = Z2 et Im{zi) > 0} et une fonction 
î'c : f/ — 5- C analytique sur U telle que, pour tout x G M et y > 0, l'on ait 

^'c(x + iy,x- ly) = ^q{x, y) = § o 7~^(x, y), 

ce qui s'écrit encore ^{X^q) = '^c{{'T' + «^)^, {t — ^é*)^), pour r > et 
^ > 0. 

La fonction ^0 satisfait le système (5'o(D+)) et donc, par construction 
de pour (x,y) € on a les relations 

[{Lc^i+Lc,2)'^^{x+iy,x-iy) = (Lo+Lo)^'o(a;, y) = {\i+\2)'^ c{x+iy,x-iy) 

et [{Lc,iLc,2)'^^{x + iy,x-iy) = (LoLo)^'o(x, y) = (AiA2)^c(a:; + îy, a;- ^y). 

Maintenant, si R est une fonction analytique sur U alors, pour m, n G N 
et {z,'z) G [/, on a 

dzY'dz^ )^ ' dz-^dz^^ ^ 

Ainsi, par le théorème 2.2.6 de [12], si R{z,^) = pour tout {z,z) G U, 
alors R = sur U. On obtient donc que est solution du système 

r [(Lc,l + Lc,2)^c](2l,22) = (Al + A2)^c(2l,-Z2) 

\ Lc,iLc,2^c(2;i, ^2) = AiA2*c(2;i, ^^2) 
sur U. Ceci achève la preuve du lemme. ■ 
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Proposition 4.2.4. Les solutions analytiques sur U du système 
(Lc,i + Lc,2)'i'c{zi,Z2) = (Al + A2)^c(^i, -22) 

(Lc,lLc,2)^c(^l,-Z2) = (AlA2)^c(^l,22) 

sont des combinaisons linéaires des fonctions 

{zi,Z2) ^ A{zi)B{z2) et {zi,Z2) ^ A{z2)Bizi), 
où A et B parcourent respectivement Sol{Lc, Xi) et Sol{Lc,\2)- 

La preuve de cette proposition est identique à celle de la proposition 
4.2.2. 

4.2.1 Actions sur les intégrales orbitales 

Nous concluons cette partie en donnant l'action des opérateurs 
différentiels sur les intégrales orbitales. 

Lemme 4.2.2. Soit f E 'D(q) et a £ car(q). On note toujours ai et «2 ^es 
racines positives de multiplicité 1 de a. On a alors : 

{MH{d{Q)f)W = {L^,+L^,){MH{f)W) 

et 

Preuve : Ceci découle immédiatement de la normalisation de Mnif) et de 
la proposition 4.1.1 ■ 

On reprend les notations de la définition 3.1.2, c'est-à-dire si X G 
mnq^^a alors MniDiX) = Mfm{u{X),v{X)) et si X = X^^e e 02 alors 
AiHif){Xr,d) = 7W/2(t, 6). On note a = 2(t -|- i9) et â les racines positives 
de multiplicité 1 de 02. On obtient alors : 

Corollaire 4.2.1. Soit f G 'D(c|) alors on a 

W)/)m = + L2)MU etM{diS)f)^ = L1L2MU 

et 

M{d{Q)f)^ = {La + L^)Mf2 etM{d{S)f)^ = LaL^Mf2. 
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5 Distributions propres invariantes de L\^JJA) et 
perspectives sur L]^J^(:\)^ 

On note N l'ensemble des éléments nilpotents de q et on pose lÂ = (\—N. 

Le but de cette partie est de décrire l'ensemble des distributions 
invariantes sur lÂ, propres pour un caractère régulier x de C[q]^ fixé, 
données par une fonction $ localement intégrable ff-invariante sur lÂ. 

On rappelle que pour T une distribution iî-invariante propre sur lÂ so- 
lution du système 

r d{Q)T = x{Q)T 
^""^^1 d{S)T = x{S)T ■ 

alors la restriction de T à l'ensemble lA^^^ = cf^^ est une fonction analytique 
([17] théorème 5.3(i) de ). 

Nous allons décrire les conditions nécessaires et suffisantes sur <î> G 
L\^^{U)^ satisfaisant le système {E^){(\^'^^) pour que la distribution T$ 

définie sur T>{U) par {T^,f) = / ^{X)f{X)dX soit propre invariante sur 

U. 

Par hypothèse sur ^> , pour P G C[q]'^ et / G V{U), on a {Tqi^p)^-,!) = 
x(P)(r$, /) ainsi T$ est propre sur U pour le caractère x si et seulement si 
pour tout P G C[q]^ et / G V{U), on a 

/ [(Ô(P)$)/ - ^{d{P)f)]{X)dX = 

La formule d'intégration de Weyl permet un travail sur chaque sous- 
espace de Cartan de < car(q) >. Compte-tenu du comportement des 
intégrales orbitales au voisinage des points semi-réguliers obtenu dans la 
partie 4 et de la description de (|(5|^>)|are3 ( voir le lemme 4.2.1 et les pro- 
positions 4.2.2, 4.2.3 et 4.2.4), une intégration par parties sur chaque sous- 
espace de Cartan conduira aux conditions voulues sur Ces conditions sont 
analogues aux conditions de recollement obtenues dans le cas des algèbres 
réductives par Harish-Chandra et T. Hiraï ([7] et [10]) et de celles de J. 
Faraut obtenues pour un hyperboloïde à une nappe [G]). 

Elles traduisent le comportement de $ au voisinage des points semi- 
réguliers. Grâce à l'application w définie dans le paragraphe 1.2 qui ren- 
verse l'ordre d'Hiraï et la iî-invariance des fonctions considérées, on ramène 
l'étude de $ au voisinage des points de a4.^4-na+^_ et a+^+no2. Tout comme 
pour l'étude des intégrales orbitales, ces deux cas nécessitent une méthode 
spécifique. 
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5.1 Voisinages invariants des éléments semi-réguliers 

On rappelle que w désigne l'isomorphisme iï-équivariant de q donné par 



w 



_0_ 

'z 

car(q). 



p. 



Y , 

. Cet isomorphisme renverse l'ordre d'Hiraï sur 





ar l'étude du paragraphe 1.4, tout élément semi-régulier appartient 
à mn q, ou à if • (33 n q)+ ou à if • -^((33 n q)+). Par l'étude de la partie 
3, ces ensembles sont ouverts puisqu'image d'un ouvert par une application 
submersive. 

On rappelle que les polynômes Q, S et 5o sont donnés par Q{X) = 
\tr{X'^), S{X) = det{X) et Sq = - 4S. 

Lemme 5.1.1. Nous avons : 
1. 

i/.^mnq = {X G q, Sq{X) > 0} 

2. 



ii-(33nq)+ = ii-^33nq = {XGq, > 0, Q{X) > -2^J\S{X)\} 



3. 



H ■ zu((33 n q)+)) = {X G q, S{X) > 0, Q{X) < 2y^\S{X)\}. 

4- 

U = H -'mnqUH ■ ii3nq)+UH ■ ^((33 n q)+)) 
= {X G q, Q(X) ^Oou S'o(X) / 0}. 

Preuve : Soit X G q et soit X = X^ + X„ sa décomposition de Jordan. En 
particulier [X,,X„] = et donc X^ = X^ +X„(X„ + 2X,) où X„(X„ + 2X,) 
est nilpotent et commute à X|. On obtient donc Q{X) = Q{Xs). Il est 
immédiat que S{X) = S{Xs) et par suite S'o(X) = Sq{Xs). 

Par ailleurs, par la remarque 1.3.1, on a 5o(mnq) C IR+ et 50(02) C M_, 
le polynôme S prend des valeurs positives sur 0+^+, a_^_ et 02 et des valeurs 
négatives sur a+^_, le polynôme Q prend des valeurs positives sur 0+^+ et 
négatives sur a_^_. 

1. L'inclusion iî mP q C {X G q, Sq{X) > 0} est immédiate. 

Soit X dans q tel que 5o(X) > et soit X = X^+X^ sa décomposition de 
Jordan. Puisque So{Xs) = So{X) > 0, il existe h e H et a G< car(mn q) > 
tel que /i • X^ G 0. Si X„ = alors on obtient X G ii • m n q. Si X„ / 
alors Xg est semi-régulier et donc h ■ Xg G Miii ou M.zu{Hi). Comme h ■ X„ 
commute a h ■ Xg, on obtient h ■ X„ G m H q par définition de m H q. Comme 
n q = {X G m n q; 5o(X) / 0}, on obtient donc X G ii m n q. 
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2. Par le lemme 3.4.1, on a 33 n q = • (33 n q)+ et (33 n q)+ = 

Montron s d'abord que • (33 n q)+ C {X G q, S(X) > 0, Q{X) > 
—2^y/\S{X)\}. Comme ces deux ensembles sont i/-invariants, il suffit de mon- 
trer que (33nq)+ est inclus dans {X G q, S{X) > 0, Q{X) > -2y^|5(X)|}. 

Si X = ^ ) ^ ^ ^^^^ " detÇVf > 0. On note 

Al et A2 les valeurs propres de Y. Elles sont soient réelles soient complexes 
conjuguées et par hypothèse, on a (Ai + A2)^AiA2 > 0. Ainsi, on obtient la 
relation Q{X) = Xj + > -2|AiA2| = -2^/S(X). 

Montrons l'inclusion inverse. Soit X dans q tel que S{X) > et 
Q{X) > — 2y^|S'(X)| . Soit X = Xs + Xn sa décomposition de Jordan. 
On a donc S{Xs) > et Q{Xs) > -2y^\S{Xs)\. Ainsi, il existe h e H 
et G {a+,+, a2, a_,_} tels que h- Xg ^ a. Si Q{Xs) > alors G {a+,+,a2}. 
Si Q{Xs) < alors So{Xs) < et donc a = a2. Ainsi, on a toujours 
h - Xs e isHq. 

Si Xn = on obtient alors /i • X G 33 H q. Si Xn 7^ alors Xg est semi- 
régulier et donc h- Xg G Comme h ■ Xn commute à h ■ Xg, il appartient 
à 33 n q par définition de 33 H q. On conclut donc /i • X G^ 33 H q. 

3. Ona H ■ ^((33 n q)+) = vj{H ■ (33 n q)+). Comme S{w{X)) = S{X) 
et Q{w{X)) = -Q{X ), on obtient H ■ w{{^3 n q)+)) = {X G q, S{X) > 
0, Q{X) < 2y^\SïÏY\}. 

4. Soit X Çz U. Alors Xg est non nul et les valeurs Q{X) = Q{Xg) et 
Sq{X) = Sq{Xs) ne sont pas simultanément nulles. Supposons que Sq[X) 
soit non nul. Si Sq{X) > 0, alors X est dans H mCi q. 

Si So{X) < 0, alo rs on a QjX ^ - A SjX) < ce qui donne S {X) > 
et {Q{X) - 2^/S{X)){Q{X) + 2^/S{X)) < 0. C omme Q{X) - 2^ /stx ) < 
Q{X) + 2^/S{X), on obtient Q{X) - 2y^S{X) < < Q{X) + 2y^S{X), ce 
qui implique que X est dans i/ • (33 n q)+ n H • 'Uj{{i3 Cl q)+). 

Si So{X) = alors Q{X) est non nul et on a S{X) = Q{X)^/4: > 
et Q{X) = ±2^yS{X). Nécéssairement X est dans H ■ fl q)+) ou 

(33nq)+. 

La réciproque est immédiate. ■ 

5.2 Conditions de recollement 

Nous rappelons les notations suivantes introduites dans le paragraphe 

1.3 et la définition 3.1.2. 

Si X = ^ ^ 1^ ^ alors u{X) et v{X) désignent les valeurs propres de 
YZ et elles caractérisent la iî-orbite de X lorsque X est semi-simple. 
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Si F est une fonction i^-invariante sur q^*^^, les fonctions définie sur 
(M*)^ — diag, et F2 définie sur (R*)^ vérifient, pour X G m n c\^^^ alors 
F{X) = Fm{u{X),v{X)) et pour Xr,e e «2 alors F{Xr,e) = i^2(T,6'). Pour 
/ G P(q), on note (A^h/)„ = MU et (A^iï/)2 = Mf2. 

Dans tout ce paragraphe, on se placera sous les hypothèses suivantes. 

Soit <ï> G L\^^{U)^ une solution du système (-E^)(q'''^3). Pour conserver les 
propriétés de symétrie et anti-symétrie des fonctions, on exprime le système 
{E^) à l'aide de la base {Q,Sq] de . 

On note ^' = (|(5|$)|q^^^. Par l'étude du paragraphe précédent, pour 
chaque G car(q), la fonction ^ja^*^^ est une fonction analytique Wh{o)- 
invariante solution du système 



où «1 et «2 désignent les racines positives de multiplicité 1 de 0. 

Par le lemme 4.2.1 et la proposition 4.2.3 , il existe une fonction 
analytique sur {(ti,t2) £ / {ti — ^2)^1^2 7^ 0} et symétrique par rapport 
aux deux variables telle que 

[(Li +L2)^n,](tl,t2) = (Al +A2)^m(tl,i2) 
[(Li - L2)2^n.] {tlM) = (Al - A2)2^m(tl,t2) ' 

et une fonction analytique sur un ouvert U connexe de contenant 
{{^1:^2) G C^;zi = Z2 et Im{zi) > 0} telle que 

[(Le,l + Le,2)^'c](^l, Z2) = (Al + A2)^'c(^l, ^2) .r 
[(Le,l - L.,2)'*c] (^1,^2) = (Al - A2)2*c(^l,^2) ' 

avec pour tout X G q^*^^ : 



^(X) 



^m(îi(^),t'(^)) si X e H ■mnq'~''9 
<i'e{u{X),v{X)) siXeH-a^ 



Plus précisément, l'élément X = X^-^q appartient à si et seulement si 
T > et 6» > 0, et dans ce cas on a ^{Xrfi) = ^c((t + ^6')^, (r - lé*)^). 

Pour (r, 0) G (M*)^, on note ^'2(1", é*) = ^{X^-fi). Par invariance de ^' sous 
l'action du groupe de Weyl Wh{,o.2): la fonction ^'2 est paire par rapport à 
chaque variable. 

Définition 5.2.1. Soient f et g deux fonctions définies sur un ouvert de 
M^. Soit D un opérateur différentiel sur tel que Df et Dg existent. On 
notera, lorsque les intégrales considérées convergent 

UD,f,g) = [ (/ (Dg) - (Df) g){ti,t2)dt,dt2 

Jti>t2 
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h{DJ,g)= [ {t^ +e^){f {Dg) - {Df) g){T,e)drde 



Par la formule d'intégration de Weyl (lemme 3.1.2) et l'action des 
opérateurs différentiels sur les intégrales orbitales (corollaire 4.2.1), on a 

{d{Q)T^J) - {Ta^Q)^,f) = Im{Li + L2,^m,Mfm) + 2h{L^ + L^,^2,Mf2), 

et (ô(5o)T$,/) - {Tg^so)^,/) = /„((Li - L2)\^,n,MU) +2h{{K - L^)\^2,Mf2). 

Ainsi, T$ est une distribution propre invariante sur U pour le caractère 
X si et seulement si, pour tout / G T>{U), les fonctions et ^2 satisfont 
les relations suivantes : 



(7^ec) 



+ L2, ^na, MU) + 2/2(La + L^, ^-2, A^/2) = 
/m((il - L2f, ^m,Mfm) + 2/2((^a " L^)\ ^2,Mf2) = 



Dans les paragraphes suivants, nous allons étudier ces relations suc- 
cessivement pour / G V^H m n q), puis / G • (33 n q)+) et enfin 
/GP(i7-n7((33nq)+)). 



5.2.1 Recollement sur H^mHq 

Par le lemme 5.1.1, si / G V^H -^mPl q) alors le support de / est contenu 
dans {X G q; So{X) > 0}. Comme iî • 02 C {X G q; 5o(X) < 0}, la fonction 
A4f2 est identiquement nulle. 

D'autre part, par le théorème 3.3.1, l'application / 1— s- Aifm est surjective 
de 2? (if m n q) dans Tif^^. Ainsi, les relations de recollement (TZec) pour 
/ G 'D(ii m n q) sont équivalentes à 

I^{Li + L2,'^ra,F) = et /n,((Li - 12^,^^, F) = 0, pour tout F G nl^. 

Pour simplifier les notations, on pose dans tout ce paragraphe ^ = 

Une fonction de T^^^^ s'écrit sous la forme a{ti,t2) + log |ti|6(ti, t2) + 
log\t2\b{t2,ti) + log log |t2|c(ti, t2)5 avec a et c symétriques par rapport 
aux deux variables et a, 6 et c dans T)(M? — diag). 

Par le lemme 4.2.1 et la proposition 4.2.2, sur chaque composante 
connexe de (R*)^ — diag, la fonction ^ s'écrit comme somme de fonctions de 
la forme {A{ti) + log \ti\B{ti)){C{t2) + log \t2\D{t2)), où A, B,C et D sont 
des fonctions analytiques sur M. 

Pour exprimer les conditions de recollement, nous introduisons les nota- 
tions suivantes. 

Soit Ssing l'espace des fonctions u de la forme u{t) = v{t) + log |t|'u;(t), 
où î; et w sont de classe sur M* et admettent, ainsi que leurs dérivées, des 
limites à droite et à gauche en 0. Pour une fonction / continue sur M*, on 
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notera lorsqu'elles existent /(O"'") et /(O ) ses limites à droite et à gauche 
en 0. 

Pour u G Ssing, OU pose = tu'{t) et uM(t) = u(t) -log de 

telle sorte que 

lim uWft) = w(0^) et lim n^ft) = î;(0=^). 

92 d 

Ainsi, pour h et u dans Ssina et L = 4(t7— r + — ), on a 
lim (nW/iM - nM/iW)(t) = (nW/i[°l - uM/iW)(0±) = lim - uh')(t)) 

et h{t){Lu){t)-{Lh){t)u{t) = 44-[/it°lnW-/iWnM](t) = 44[tK/i-n/i')(t)]. 

dt dt 

Pour f et g deux fonctions de classe sur un ouvert U de M? et j G 

{1,2}, on définit les opérateurs Kj par 

K,{f,g){tut2) = (/ ^ - ^ 5) (ti,t2). 

En notant Lj = 4(tj^ + — ) , on a donc f{Ljg)-{Ljf)g = 4-^Kj{f,g). 

Par ailleurs, pour / une fonction définie sur M"^ x M"'^ oii (ni, 712) G 
(N*)^ et G M"i x M"^^ on note la fonction définie sur M"2 

/^^(y) = fi^^y) et la fonction définie sur M"^ par /^(x) = f{x,y). 

Remarque 5.2.1. Soit F G "Hf^^. Par la description de 'Hf^^ et les hy- 
pothèses sur ^ , les fonctions Ft-^ et "iffi pour ti G M* et les fonctions F*^ et 
pour t2 G M* appartiennent à Ssing- 

En particulier, pour tout t G M* et i G {0, 1} , les limites {^t)^^{^^) et 
($i)[i](0±) existent. 

Par ailleurs, pour tout t G M* et j £ {0, 1}, les fonctions x 1— t- {Ft)^^\x) 
et X ^ sont continues en 0. 

Remarque 5.2.2. Pour F G ^fog- on a 

Kl{^,F){tl,t2) = ((^*2)[0](^t2)[l] _ (^<2)[l](^t2)[0])^^^) 

et 

K2{^,F){ti,t2) = {{^t,P{Ft,P - (M/i,)W(Fij[0])(t2). 

Remarque 5.2.3. 1. Les fonctions ^ et F étant symétriques, pour tout 
(ti,t2) G (M*)^ — diag et pour j G {0, 1}, elles vérifient les relations 

{Ft,)^'\h) = {F'')^^\ti) et (^/,jyi(t2) = (M/*2)yi(ti) 

et donc on a 

Ki{^,F){ti,t2) = K2{^,F){t2,ti). 
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2. Comme F est une fonction à support borné, nulle au voisinage de tout 
élément diagonal de M^, il en est de même des fonctions Kj{^! , F) pour 

je {1,2}. 

Lemme 5.2.1. Pour tout F G 'H.f^^, les fonctions t i— s- K2{^ , F){t,Q^) sont 
intégrables sur M. et on a 

/n,(Li + L2,^,F) = 4 / [K2{^,F){t,0-) - K2{^,F){t,0+)]dt. 

Preuve : On a 

/^(Li + L2,*,F) = / {^{Li + L2)F-F{Li + L2)^){ti,t2)dtidt2 

Jti>t2 

= [ {[■^LiF-FLi^ + [^L2F-FL2^]){ti,t2)dtidt2. 

Jti>t2 

Soit k G {1,2}. Montrons que ^L^F - FL^^ = 4^Kfc(^',F) est 
intégrable sur M^. Pour une fonction / de classe sur un ouvert de M*, 
nous avons l'égalité L(log = 8f'{t) + 41og + tf"{t)). Ainsi, 

pour chaque composante connexe C de (M*)^ — diag, il existe des fonctions 
Gij G Î)(M^ — diag) où < i,j < 2 telles que, pour {ti,t2) G C, on ait 

^(LfcF)-F(LfcM/))(ti,t2)= Y. G',,,(ti,t2)(log|ti|r(log|t2|y. 

0<î,i<2 

Par suite, la fonction ^L^F — FL^"^ = 4- — Kk{^,F) est intégrable sur 

Otk 

R^. Les propriétés sur le support de F ( remarque 5.2.3 (2.)) et le théorème 
de Pubini assurent l'intégrabilité des fonctions F)(t, 0^). On obtient 

donc 

/^(Li + L2,^',F) 

= / [^LiF - FLimti,t2)dtidt2+ / [^'L2F-FL2^'](ti,t2)'iti'it2 

Jti>t2 Jti>t2 



= 4/ ■^Ki{^,F){ti,t2)dhdt2 + 4. [ ■^K2{^,F){tut2)dtidt2. 
Jti>t2 (J'^l Jti>t2 0**2 

Par ailleurs, le théorème de Pubini et les propriétés sur le support de 1 
f d 

donne / — — i<ri('I', F) (ti, t2)c^iic^i2 = 0, et donc, on obtient 

Jti>t2>0 <^ti 



/ —Ki{^,F){ti,t2)dtidt2 
Jh>t2 



[ ^Ki{^,F){ti,t2)dtidt2+ [ ^Ki{^,F){ti,t2)dtidt2 
- r Ki{^,F){0+,t)dt+ f Ki{^,F){0~,t)dt, 
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Par la symétrie des fonctions ^ et F (remarque 5.2.3), on a 
Ki{^,F){ti,t2) = K2(^,i^)(t2,ii) ce qui implique 

/ ^K,{^,F){ti,t2)dhdt2 = - r K2{^,F){t,0+)dt+ r K2{^,F){t,0~)dt. 

Jti>t2 '^'-1 J~oo J~oo 

De même, on obtient la relation 

r a r+co r+co 

/ —K2{^,F){ti,t2)dhdt2 = - K2{^,F){t,0+)dt+ K2{^,F){t,0~)dt. 

Jti>t2 0'*2 Jo Jo 

Ces relations donnent alors le résultat voulu. ■ 

Proposition 5.2.1. Les trois assertions suivantes sont équivalentes : 

1. Pour tout F G nf^^, on a /^(Li + La, F) = 0, 

2. Pour i G {0, 1} et ti G M* alors (^t jl-^l (0+) = ("ft jb](0-). 

3. Pour tout f G T>{H m n q) et pour tout t G M*, on a 

K2{^,MU){t,0+) = K2{^,MU){t,0-). 

Remarque 5.2.4. Grâce à la remarque 5.2.3, on constate que 

1. le point 2. de la proposition précédente est équivalent à l'assertion 
suivante : 

(2'.) pour j G {0, 1} et t2 G W alors (^'*2)[i](0+) = (^'*2)W(0-). 

2. le point 3. de la proposition précédente est équivalent à l'assertion 
suivante : 

(3'.) pour tout f G V{H m n q) et pour tout t G M*, on a 

Ki{^,MU){0+,t) = K,i^,MU){0-,t). 

Preuve de la proposition 5.2.1 : Supposons que Im{Li + L2, ^,F) = pour 
tout F G ^fog- lemme 5.2.1, ceci s'écrit 

/ [K2{^,F)it,0-) - K2{^,F){t,0+)]dt = 0, 

ce qui s'écrit également, g la remarque 5.2.2 



(F,jW(0)((^ijM(0")-(v&ijM(0+))-(F,jM(0)((^ijW(0")-(^tjW(0+)) 

Nous allons appliquer cette égalité à des fonctions test pour obtenir les 
relations voulues sur Soit x ^ ^{R*) quelconque. Il existe e g]0, 1[ tel que 



dti = 0. 
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supp(x) C -e] U [e,e~^]. Soit cp G P(M) telle que supp{<ç) C [f ,2e~^] 

et = 1 sur [e;e~^]. On définit la fonction A de ^f^g par 

A{tiM) = X{\ti - i2|)(v?(ti) + ^{t2)) + x{-\ti - t2\){^{-ti) + v?(-t2)). 

Ainsi, pour tout h G M, on a (AtjW(0=^) = et (AtjM(0=^) = A{ti,Q) 
et de plus, si ti > alors A{ti,Q) = = xif-i) et si ti < alors 

A{ti,{)) = x{-\ti\M-ti) = xih). 

On obtient donc 

/n,(Li + L2,*,A) = 4 /" x(ti)((*tjW(0+)-(^tjW(0^))dti = 0. 

JE 

Cette égalité est vraie pour toute fonction x ^ T){K*) ce qui donne la 
première conclusion 

Maintenant, pour (ti,t2) dans (M*)^, on pose C(ti,t2) = (log|ti| + 
log|t2|)A(ti,t2) G ^fog • Pour ti G M*, on a (CijW(O^) = A{ti,Q) = x{ti) 
et (Ctj[°l(0±) = log|ti|x(ti). De plus, comme (^tjW(0+) = (^-tJ^lO"), 
on en déduit 

ULi + L2,^,C)=4 I (x(ti)((*t,)M(0+)-(^ti)[°kO")))dti. 

Nous concluons comme précédemment que 

(*tjM(0+) - (*tjM(0-) = 0,Vii G M*. 

Nous obtenons ainsi l'implication (1) =^ (2). 

On suppose maintenant que pour j G {0, 1} et ti G M* alors 
(^'ij["''l(0+) = (^'ij[-''l(0"). Par la remarque 5.2.2, pour F G Hf^g, on a alors 
immédiatement iï'2(*, 0+) = E:2(^', 0") pour tout ti G M* ce 

qui donne l'assertion (3). 

L'implication (3) =^ (1) est immédiate par l'expression de Im{Li + 
L2,'^,F) donnée au lemme 5.2.1 et la surjectivité l'application / i— > Mfm 
de V{H m n q) dans Tif^^. m 

Définition 5.2.2. 1. Pour f et g deux fonctions d'une variable x réelle 
ou complexe, on note 

S~^{f,g){xi,X2) = f{xi)g{x2) + /(x2)5'(a;i) 

et 

[f,g]{xi,X2) = f{xi)g{x2) - f{x2)g{xi). 
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2. Si {fj)jçj est une famille finie d'un espace vectoriel, on note 
Vect{fj;j G J) le sous-espace vectoriel engendré par la famille {fj)j^j. 

Corollaire 5.2.1. La fonction ^ satisfait l'une des conditions équivalentes 
de la proposition 5.2.1 si et seulement si 

^ G Vect{S+{A, B){ti,t2), signe{ti-t2)[A, B]{ti,t2); {A, B) G Sol{L, Xi)xSol{L, A2)). 

Preuve : Par le lemme 4.2.1, la fonction ^ sécrit, sous les formes suivantes : 
Pour i G {1,2}, il existe {f^,gf) G 5oZ(L, A2) x 5o/(L, Ai) telles que, pour 
ti>t2> 0, 

^(tl,t2)=/i+(tl)$A,(t2) + /2+(tl)W^I,(t2) + <7i+(tl)$A,(t2)+92+(tl)W^I,(i2), 

Pour i G {1,2}, Il existe {f~,g~) G 5o/(L, A2) x Sol{L,Xi) telles que, pour 
ti > > t2, 

^{tl,t2)=f^iti)<^xAt2) + f2itl)W^t2)+g^iti)<^xAh)+92itl)W^t2), 

La condition (^'tjW(0+) = (^'tjW(0") implique que f2{ti) +g2{h) = 
/2~(*i) + 92 (ii) pour tout ti G M+. Comme Sol{L, A2) n Sol{L, Ai) = {0}, 
alors, pour tout ti G M^, on obtient /^(ii) = /2~(*i) et 92 (h) = 52^(*i)- On 
pose alors /2(ti) = f2{h) = /2~(ii) et 52(^1) = ^^(ii) = 92 (h)- 

De même la condition (^'ij[°l(0+) = (^'t,)M(0~) implique que, pour 
tout il G m; alors /i(ti) := f+{ti) = /f (ti) et 51 (ti) := g+{ti) = g^{ti). 
Ainsi sur {(ti,t2), > ^2, > 0}, nous avons 

^(tl,t2) = /l(tl)$Ai(t2) + /2(tl)W^i;(t2)+5l(tl)^A2(t2)+ff2(tl)VFl2(*2). 

En raisonnant de la même manière sur l'ensemble {(ti,t2), ti > ^2, ^2 < 
0} en utilisant les relations (^'*2)[i](0+) = (^'*2)yi(0-), j G {0,1}, nous 
obtenons, pour ti > t2 et t2 < la même expression pour c'est-à-dire 

^(ii,t2) = /i(ii)$Ai(i2) + /2(ti)VFI,(t2) +5i(ii)^A2(i2) + 92(ti)W^I,(i2). 

Comme ^ est symétrique par rapport aux deux variables, on peut 
donc l'écrire comme combinaison linéaire des fonctions ltj^<t2^iti)B{t2) + 
Ifj>t2^(t2)5(ti) avec {A,B) ou {B,A) dans Sol{L,Xi) x Sol{L,X2). On en 
déduit aisément le corollaire. ■ 

Proposition 5.2.2. Soit G Vect{S+ {A, B){ti,t2), signe{ti - 

t2)[A,B]{ti,t2);{A,B) eSol{L,Xi) xSol{L,X2)). 
Alors, pour tout F G "H^^g, on a la relation 

^,((Ll-L2)^^,F) = 0. 

Preuve : Nous allons montrer que les intégrales Im{Li — L2, {Li — L2)'^,F) 
et Im{Li — L2, ^, {Li —L2)F) existent et sont nulles. Ceci donnera le résultat 
voulu puisque, dans ce cas, on aura 

U{L^-L2 f, F) = /„,(Li-L2, (Li-L2)^, F)+/„(Li-L2, ^, (Li-La)^) = 0. 
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On procède comme dans la preuve du lemme 5.2.1. Par hypothèse sur \I' 
et définition de Tif^^, pour = ^ ou F, il existe des fonctions {gi,j)o<i,j<i 
de classe sur telles que, pour (ti,t2) £ (M*)^ — diag, l'on ait 

g{tl,t2)= Y. 5M(tl,t2)(log|tl|r(log|t2|y. 

o<î,i<i 

Comme, pour toute fonction / de classe sur un ouvert de R*, pour 
tout t G M*, on a L(log \t\f{t)) = 8/'(t)+41og \t\{f' {t)+tf" (t)), les fonctions 
et LkF, pour = 1,2 ont une expression du même type. Ainsi, si g 
désigne l'une des fonctions ^, F, (Li — ^2)^ ou (Li — L2)F, les fonctions 
(ti,t2) ^ igti)^\t2) sont continues en tout point (t, 0) pour t G M*. 

Comme F est nulle en dehors d'un compact de M.'^ — diag, le même raison- 
nement que dans la preuve du lemme 5.2.1 donne que, pour {g, h) = [{Li — 

g 

12)-^, F) ou (^', (Li - L2)F), la fonction g{Lkh) - {Lkg)h = A—Kk{g,h) 

Ctk 

est intégrable sur et on a la relation 

/^(Li-L2,9,/i) = 4 / [Ki{g,h){0- ,t) - Kiig,h)iO-^ ,t)]dt 
J —00 

f+00 

-4 / [K2ig,h)it,0-) - K2ig,h)it,0-^)]dt. 
Jo 

Comme \I' et F sont symétriques, l'une des deux fonctions g on h est 
symétrique et l'autre est antisymétrique . Ainsi, pour (ti,i2) G (M.*)'^ — diag, 
on a 

Ki{g,h){ti,t2) = -K2{g,h){t2,ti). 

et on obtient 

ULi-L2,g,h)=4 [ [K2{g,h){t,0+) - K2{g,h){t,0~)]dt. 

JR 

La remarque 5.2.2 et les propriétés de g et h décrites précédemment 
donnent K2{g,h){t,0^) = K2{g,h){t,0~). Ainsi, on obtient 

- L2, ^, [Li - L2)F) = I^{Li - L2, (Li - L2)*) = 0. 

■ 

5.2.2 Recollement sur iî • (33 n q)+ 

Nous étudions dans ce paragraphe les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que les fonctions et ^'2 vérifient les relations (TZec) pour tout / G 
P(i7-(33nq)+). 
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Les éléments réguliers de iî- (33nq)+ sont conjugués par H kun élément 
de 0+^+ ou de 02- La iî-orbite d'un élément semi-simple de a+^+ est ca- 
ractérisée par deux réels positifs ti et t2, paramétrisation utilisée dans le pa- 
ragraphe précédent et celle d'un élément semi-simple de a2 par deux nombres 
complexes conjugués (r + id)^ et (r — îé*)^. 

Ici, nous utiliserons la paramétrisation suivante 



0+^+ plus 



x: 



cohérente avec 
/ 



celle de 02- Pour (r, 



des 



éléments 
on 



de 
note 



V 






T + e 


\ 


T-e 




T + e 







/ 


T-e 



de telle sorte que 



a+^+ = {XJ^Q, {T,e) G M }. Avec ces notations, la //-orbite de 
est donc l'orbite caractérisée par les deux réels positifs (r -|- 6*)^ et (r - 
et on a \ô\{X;g)\ = A\Te\. 



-ef 



Pour fGViH- (33 n q)H 
les fonctions (A^/m)r et (^f^ 



et fixée comme précédemment, on définit 
r sur {{T,e) G (R*)2;r2 / e^} par 



{MfMr, 0) = MH{f){Xl,) = MU{r + 9)\ (r - ef) 

{^Mr, e) = ^(x;,) = M/,((r + ef, (r - ef) 

Comme ^ et Ainif) sont invariantes par le groupe de Weyl WH{a+,+), 
les fonctions {^m)r et (A^/m)r sont symétriques et paires en chaque variable. 

Pour <l> = —, la formule d'intégration de Weyl ( lemme 3.1.2) donne 



/ Hx)f{x)= [ ^x:;^s)MH{f){x;^eMTe\\T^-e^\dTde 
= [ {^MT,e){MU)r{T,e)\T^-e^\dTde= [ ^n.{ti,t2)MU{ti,t2)dhdt2. 

o/r2 Jti>t2>0 

Définition 5.2.3. Soient f et g deux fonctions des variables (r, ^) G 
{{x,y) G (R*)^, 7^ y^}. Soit D un opérateur différentiel sur tel que 
Df et Dg existent. On notera, lorsque l'intégrale considérée converge 

i:,{D,f,g)= [ \T^-e^\{f{Dg)-{Df)g){T,e)dTde. 

Sur chaque sous-espace de Cartan a, les composantes radiales des 
opérateurs d{Q) et d{So) sont données en terme des opérateurs = 
■^dhji^'jdhj) (proposition 4.1.1) 011 7 est une racine positive de multiplicité 
1 de a. 
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Sur a+^+, les racines positives de multiplicité 1 sont données par 
ai(X^g) = 2(t + 9) et a2{XJ^g) = 2(r — 6). Par ailleurs, les racines po- 
sitives de multiplicité 1 de 02 sont données par a{XT-fi) = 2(r + i9) et sa 
conjuguée a. Ainsi, les opérateurs L^, pour 7(X) = 2(r + eO) avec e = ±1 
si X = X^Q G a+^+ et e = ibz si X = Xr^ G a2, s'expriment de la manière 
suivante 

Grâce aux lemme 4.2.2 et corollaire 4.2.1 on obtient donc : 



Lemme 5.2.2. Pour f G V{H ■ (33 n q) 



+), on a 



Ainsi les relations de recollement iTZec) s'écrivent pour / G V{H ■ (33 n 
q)+), 

r + ^a2, (^m)r, (-M/m)r) + 2h{L^ + I^, ^2,-^/2) = 

\ - L^,)^, {^m)r, {MU)r) + 2/2((L, - L^f , ^2,Mf2) = 



Pour étudier ces relations, on introduit les notations suivantes. Pour g et 
h deux fonctions de classe sur un ouvert U de M^, on définit les opérateurs 
Rr et Rg par 

Rr{g,h){T,e) = (^g^-^h^ {T,e) et iî, (ff , /i) (r, 0) =(^g^-^h^ (r,^). 

Soit 7(X) = 2(r + eé») avec e = ±1 si X = G a+,+ et e = ±î si 

d _d 

X = Xt-^0 g 02. On a alors = (— — h e-^) et donc g{dh^h) — {dh^g)h = 

OT Ou 

Rr{g,h)+lRg{g,h). 

Ainsi, pour {t,6) G U avec ^ e^0^, on obtient 

|T2-e202| [^(L^/,)_(L^5)/j] (r, 9) = -(—+ê—){\T^-e^9^\ [Rr{g, h)+lRe{g, h)] ) (r, 0), 

et donc, on a les relations suivantes 

|r2 - (^(^^^ + _ + L„J(g)) (r, 0) 

= - h)) (r, ^) + ^ (1^2 _ ^2|^^(^^ ^ 

et |r2 + 9^\ {g{La + - h{La + L^)(<7)) (r, 9) 

= \ [4z ((^' + ^')M9, h)) (r, ^) - ^ ((r2 + ^2)^,(g, /,)) 0)] . 
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Nous rappelons maintenant les propriétés des fonctions (^m)r) ^2; 
{A4fm)r et que nous utiliserons. 

Par le théorème 3.4.1, pour tout / G V[H ■ (33nq)+), il existe une unique 
fonction Gf = a{T, w)+\w\^/'^b{T, w) S 7i^^^ où a et 6 sont paires par rapport 
à la première variable et appartiennent à 'D(M* x Mn {(r, u;); > w}), telle 
que, pour t6 / 0, on ait 

iMU)rir,e) = MH{f){Xle) = GfiT,e^) = a{r,e^) pour - 9^ > 
{MU)r{r,9) = MH{f){X-er) = Gf{9,T^) = a{e,T^) pour - 6^ < 
Mf2{T, 9) = MH{f){Xr,9) = GfiT, -9^) = a(r, -9^) + \9\b{T, -9^). 

De plus, l'application / i— )• Gf est surjective de V{H ■ (33 n q)+) dans 

Remarque 5.2.5. La fonction {À4fm)r esi symétrique et paire en chaque 
variable. Elle se prolonge en une fonction de classe à support compact 
contenu dans {{t,9) G M?;t'^ ^ 9^}. La fonction A4f2 se prolonge en une 
fonction continue à support compact contenu dans M* x M et pour tout D G 
d d 

C[— , — -] et T ^ 0, les limites (D7W/2)(r, 0^) existent. 

OT Ou 

La fonction {'^m)r{'T-, 9) est symétrique et paire en chaque variable. Grâce 
au lemme 4.2.1, pour r > > 0, elle est somme de fonctions de la forme 
[A{{t + 9f) + log(T + 9fB{{T + 9f)] [C((r - 9f) + log(T - 9fD{{T - 9f)], 
où ^, s, C et D sont analytiques sur M. 

La fonction ^2 est paire en chaque variable et la proposition 4.2.2 permet 
d'écrire \I'2 sur (]R!j_)^ comme somme de fonctions de la forme [AcICt + 
i9f) + log(r + i9fB,[{T + i9f)][C,{{T - i9f) + log(r - i9fD,{{T - i9f)], 
où Ac, Bc, Ce et De sont analytiques sur C. 

d d 

Remarque 5.2.6. En particulier, pour tout D G C[— — , —1 et t ^ 0, les 

OT 09 

limites D{'^m)r{T,0^), D(^'m)T-(0+, r) et {D'^2){r,0^) existent. 

Lemme 5.2.3. Soit f G 'D{H • (33 n q)+). On a les relations suivantes 

r+00 

I'jLa,+L,,„{^m)r,{Mfm)r) = "4 / T^Re{{^m)r, {Mfm)r){T,0+)dT 

Jo 

r+oo 

/2(L, + L^,^'2,M/2) =2 / T^Re{^2,Mf2){T,0+)dT. 

Jo 

Preuve : Par les remarques 5.2.5 et 5.2.6, pour R = Rr ou Rg et D £ 
d d 

C[— ,— ], la fonction D[\t'^ — 6'^|iî((^m)r, (A^/m)r)] se prolonge en une 

fonction de classe sur à support compact contenu dans T){M.'^ — diag). 
Par parité en r et de (^m)r et {Mfm)r, cette fonction est intégrable sur 
M^. Ainsi, on a 
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e > 

/>+oo /■+00 
= -2 / e2^,((^n,),,(7W/^),)(O+,0)d0-2 / r2iîe((^m)r,(A1/m)r)(T,0+)dr. 

Jo Jo 

Comme les fonctions (\I'm)r et (7W/m)r sont symétriques en {t,6), on 
obtient 

rjL^, + La,, {^m)r, {M U)r) = "4 / r2iîe((^'^)„ (A^/^),)(r, 0+)dr, 

Jo 

ce qui donne la première égalité. 

Q 

De même, par les remarques 5.2.5 et 5.2.6, les fonctions ^[(''"^ + 
d 

9'^)Rr{'^2,Mf2)] et ^[(r^ + 0'^)Re{'^2, Mf2)] sont paires en chaque va- 
riable et intégrables sur M? et on a 

l2{La + L^,^2,Mf2) = 2 y^^Q |.((r2 + e2)^^(xi/2,A^/2))(r,^)drd0 

> 

-2 I^^Q ^((r2 + Oi?e(^2,A^/2))(T,0Mrde. 
> 

On obtient la deuxième relation car est nulle au voisinage des points 
(0,0) G {0} X M*. ■ 

Proposition 5.2.3. Les trois assertions suivantes sont équivalentes : 

1. Pour tout f G T>{H ■ (33 n q) + ), on a 

Im{Li + L2,^n^,MU) + 2/2 (L« + Lâ,^2,Mf2)=0. 

2. Pour tout T > 0, on a 

^(*„,),(T,0+)-^^2(r,0+) = 
^2(t,0+)=0 

3. Pour tout f G V{H ■ (33 n q)+) et pour tout r > 0, on a 

Re{{^m)r, {Mfm)r){T, 0+) - Rei^2, Mf2){T, 0+) = 0. 
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Preuve : On suppose l'assertion 1. vérifiée. Par les lemmes 5.2.2 et 5.2.3, 
pour tout / € V^H • (33 n q)+), on a donc 

f+oo r+oo 

Jo Jo 

Par surjectivité de l'application / i— )• de 'D{H ■ (33 n q)+) dans T-L^^^ 
(théorème 3.4.1), l'assertion 1. est donc équivalente à 

l [«(^' 0) (^(^m)r - -gf) (r, 0+) + 6(t, 0)^2{r, 0+)] dr = 

ceci pour tout a et 6 dans 'D((M* x M) n {(r, w); > w}) paires par rapport 
à la première variable. 

Soit X S P(ffi!^) quelconque. Il existe e g]0, 1[ tel que supp{x) soit inclus 
dans [e,e~^]. Soit cp E P(R) telle que = 1 sur [-e^ /2;e^ /2] et (p = sur 

En prenant la fonction a{t, w) nulle et b{t, w) définie par b{t, w) = 
xit)+x(-t) _ ^(-^2 _ Qu obtlcut 6(r, 0) = — Pour r > et 

donc 

r+oo 

/ x(T)^2(r,0+)dr = 0. 
^0 

Cette dernière égalité étant vraie pour toute fonction x de Î?(]R^), alors 

^'2(r,0+) = 0, VtGM;. 

Maintenant, en prenant la fonction a{t, w) = ^\ l—(p{t'^—w))(j){w) 
et la fonction b{t, w) nulle, nous obtenons alors 



-oo 







( QQ 0+) - ^(r, 0+) ) dr = 0. 



Cette dernière égalité est vraie pour toute fonction x de 'D(]R^), ainsi on 

Ceci donne l'implication 1.^2. 

Maintenant on suppose que ^2(''";0~^) = et ^ J^^^ {t, 0^) — 

Ou 

(r, ) = 0. Soit / G 'D(// • (33 n q)+). Nous avons les propriétés 

Ou 

(A^/m)r(r,0+) = A^/2(r,0+), _(A^/„0,(t, 0+) = 0, et — A^/2(r,0+) est finie. 
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Les hypothèses sur ^'2 et donne alors 

= -^(r,0+)A^/2(r,0+) + ^^(r, 0+)(A1/„).(r, 0+) = 0, 
d'où rhnphcation 2.^3. 

L'impUcation 3.^1. est immédiate par les lemmes 5.2.2 et 5.2.3. ■ 

Nous décrivons maintenant l'espace des fonctions et ^2 satisfaisant 
les assertions de la proposition 5.2.3. 
Pour k G {1,2}, on note 

Ai,x, (z) = (z) et A2,x, (z) = Wx, (z) = wx, (z) + log{z)^x, (z), 

le système fondamental de solutions de LcU = XkU sur C — M_ (proposition 
4.2.1). 

La restriction de ces fonctions à est un système fondamental de so- 
lution de Ly = X^y sur c'est-à-dire, pour t > 0, on a W'^^{t) = Wxf,{t). 
On omettra l'exposant "r" dans la suite de ce paragraphe. 

Lemme 5.2.4. SurW^, la famille de fonctions {(^i,Ai^j,A2)(0}i<î,j<2 ^st 
libre. 

Preuve : Soit a^j € C tels que, pour tout t > 0, l'on ait 
fc<2 '^«j^*,Ai(0^i,A2(*) = 0- Cette relation s'écrit aussi 

[ai,l^Ai^A2 + ai,2^'Aiîi'A2 + "2,lîi'Ai^A2 + a2,2W'Ai''^A2] {t) 
+ log(t)[(ai,2+a2,l)^Ai^A2+a2,2(^Ai1«A2+1«Ai^A2)](i)+log(t)^a2,2^Ai^A2(0 = 0. 

Les fonctions ^x^ et u^a^ sont continues et non nulles en 0. Ainsi, on obtient 
aisément 

02,2 = 01,2+02,1=0 et ai,l$Ai^A2 + ai,2(^AiU^A2 - Î^Ai^'A2) = 0. 

Comme wx-^ (0) = wx2 (0) = 27 oîi 7 est la constante d'Euler et <Î>Ai (0) = 
$A2(0) = 1, on obtient qi^i = 0. 

Par ailleurs, comme wx^{t) = 27 -1- (1 + 27)^ — h Ot^Q+{t) et ^x^i^) = 

1 + ^ + Ot^o+ (t), on a it)wx, (t) - $a2 {t)wx, (t) = i(A2 - Ai) + 04^0+ (*) 
ce qui donne «1^2 = 0. ■ 

Corollaire 5.2.2. Les fonctions ^2 satisfont l'une des condi- 

tions équivalentes de la proposition 5.2.3 si et seulement si il existe 
G Vect{S+{A,B)-{A,B) G Sol{L,\i) x 5o;(L,A2)) et ^>c e 
Vect{[A,B];{A,B) £Sol{Lc,Xi) xSol{Lc,X2)) telles que 
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pour ti>t2>0 alors ^'m(ii,i2) = ^'+(ti,t2) +î^c(ii,t2) 
pour T>0 ete >0 alors ^'2(r, 9) = ^^((t + ^é')^ (r - zé')^) 

Preuve : Par la proposition 4.2.4, il existe des nombres complexes j et /3jj- 

tels que '^c{zi,Z2) = X]i<j_j<2 Oij^i.Ai (2l)^j,A2(^2) + Aj^i,Ai(2:2)^j,A2(^l)- 

Ainsi, pour r > 0, la condition ^2i'T, 0) = implique que. 

Par le lemme précédent, on obtient donc a^j + = pour 1 < i, j < 2 et 
par suite 

*c(2;i,^2)= X] "îj(^î,Ai(2l)^i,A2(22) - ^^,Al(2;2)^i,A2(2l))• 
l<îJ<2 

Etudions à présent les conséquences de la condition ■§g{^m)riT,0~^) — 
â^2(r,0+)=0. 

Par la proposition 4.2.2, il existe des nombres complexes aij et bij tels 
que pour r > > 0, on ait : 

{^îfMr,ô)= Y. a,,,A,xAir + 0f)A,^x,{{T-6f)+ ^ 6- ^.A,,^, ((r - 

l<i.j<2 l<i,J<2 

^)'M,,A2((r + e)'). 
On obtient donc 

^(^m).(T,0+) = 2r (a,,- - b,,){A[^,^{r')Aj,,,{T') - 

l<*,j<2 

AM(r')4,A2(^')) 

et ^*2(r,0+) = 4^r ^ a,,,(4,A,(T')^.,A2(T^)-AA.(r')^;,A2(^'))- 

l<îj<2 

La condition ^('ï'm)r(''"i 0+) — ■^^2iT,0~^) = donne alors, pour t > 
~ ^i'J ~ 2^a^J•)(A■ A2 - ^i,Ai^j- A2)(*) = 0- 

1<M<2 

En dérivant cette expression, on obtient 

Yl - ^i'i - 2ï«*j)(4ai^J,A2 - Ai,Ai^lA2)(0 = 0- 

1<«J<2 

Ainsi, pour L = 4(t— + — -) et pour tout t > 0, nous avons 
at^ ot 

^= Y ^^^'^ ~ ~ 2ï"ij)([-^^i,Ai]^i,A2 - Am [-^^i,A2])(*) 

l<îj<2 
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Le lemme 5.2.4 donne alors «jj — bij — 2iaij = pour 1 < i, j < 2. Ceci 
permet d'obtenir l'expression suivante de 'î/m pour ti > t2 > : 

^m(il,t2)= Yl aMAAi(il)^i,A2(*2) +&MAAi(i2)^i,A2(tl) 



ce qui donne les expressions de ^'2 et voulues. La réciproque est 
immédiate par simple calcul. ■ 

Proposition 5.2.4. On suppose qu'il existe G Vect{S~^{A, B); {A,B) S 
Sol{L,Xi) X Sol{L,X2)) et e Vect{[A,B]-{A,B) G Sol{Lc,Xi) x 
Sol{Lc, X2)) telles que 



pour ti>t2>0 alors '^mih, ^2) = ^2) + ^^0(^1,^2) 

pour T > et 6» > aZors ^2(t, 0) = ^c((t + «6»)^, (r - 26*)^) 

A/ors, pour tout f G • (33 fl q)+), on a 

Preuve : Soit / G V{H • (33 n c|)+). Il existe deux fonctions a et 6 de 
P(M* X M n {(r, -u;); > w}) paires en la première variable telles que : 
pour T > 9 >0, alors {Mfm)r{T,9) = a{T,9'^) 
et pour r > et 6» > alors Mf2{T,9) = a{T, -9"^) + 9b{T, -9"^). 

On procède comme dans la preuve du lemme 5.2.3. On rappelle que 

On considère tout d'abord D = L^i — et (5, /i) = {{^m)r-, D{A4fm)r) 
ou (-D(^'m)r)> (-^/m)r)- Par l'expression des Lq^. pour j = 1,2, on a d'une 
part 

d d 9 d T d 

-L'ai '^a2 — ~ T ~~ l~ 



dTd9 T'^-9^dT T^-9^d9' 

et d'autre part, pour ^ et S deux fonctions de classe sur un ouvert U de 
et pour (r, 9) & U avec 7^ 0^ , on a la relation suivante 

- 9^\ {A{L^, - K,){B) - A{L^, - La,){B)) (r, 9) 
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= ^ - 0'\RAA, B)) (r, 9) + ^ {\r' - e'\RoiA, B)) (r, 9)] . 

Les remarques 5.2.5 et 5.2.6 assurent l'intégrabilité des deux fonctions 
— (|r2 - 9^\Re{g, h)) (r, 9) et — {\t^ - e^\R^{g, h)) (r, 9) sur M^. Comme 

D{M.fm)r et D{^xn)r sont impaires en chaque variable, la fonction g{Dh) — 
{Dg)h est paire en chaque variable. On obtient alors 

-L^„g,h)=2j^^^ (J- (|r2 - 9^\Reig, h)) {t,9) 
^ > 



puis, en utilisant la symétrie des fonctions g et /i, 

»+oo 



r^iLa,-L^„g,h) = -2 9^Rg{g,h)iO+,9)d9-2 R^ig, h)iT,0+)d9 

Jo Jo 

r+oo 

= -4/ T^Rr{g,h){T,0+)d9 
Jo 

Pour r > > on a {Mfm)r{''',0) = a{T,9^). Ainsi la fonction h = 

d 

(Lqj — La2){Mfm)r vérifie /i(t, 0+) = — /i(t, 0+) = pour tout r > et 

donc I^{Lai — La^, {"^rn)r, {Laj — -^«2 ) (-^ /m ) r ) = 0. On en déduit l'égalité 
suivante. 

{Mfra)r) = -L^^ , (L«, -L^^ ) (^m)r , {Mfm)r) 

= -4 T2[(L^^-L«J(^'„V(r,0+)— a(r,0)- — [(L^,-L„,)('ï'„V](r,0+)a(r,0)]dr. 

Considérons maintenant = La—L-â et ((/, /i) = (^'2, ou /i) = 

(D\I'2, De même que précédemment, on a 

(99 9 d T d 

J-^Q/ J-^'â ~~ ^~ r777 ^ — ô 7^ ~ — ^~ 



9ra0 T^ + 9'^dT T'^ + 9^d9' 

et pour ^ et -B deux fonctions de classe sur un ouvert U de et pour 
(r, 9) £ U avec t'^ ^ 9'^, on a la relation suivante 

(r2 + 02) ^A{La - Lâ){B) - A{L^ - L^){B)) (r, 9) 

= Y {{r' + S)) (r, 9) + ^ ((r^ + S)) (r, ^)] . 

Les remarques 5.2.5 et 5.2.6 et les propriétés de parité des 
fonctions considérées assurent l'intégrabilité des deux fonctions 
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^{(r^ + e^)Reig,h))iT,e) et ^ {(r^ + e^)Rrig,h)) iT,e) sur ce 
qui permet d'obtenir 

l2{D,g,h)=2i T^Rrig,h){T,0+)dT + 2i e^Re{g, h){0+ ,e)de. 
Jo Jo 



Pour (r, 6) G M^, on a A^/2(r, 6) = a{T, -6»^) + (96(r, -9^) avec a,b £ 
Mn{(r, tt;);r2 > i/;}). En particulier, on a Re{g,h){Q^ ,9) = pour 6» > et 
par suite 

r+oo 

h{D,g,h) = 2i / T^Rr{g,h){T,{)+)dT. 
Jo 

Par hypothèse, il existe une fonction £ Vect{[A, B]; {A, B) G 

5oi(Lc, Al) X Sol{Lc,\2)) telle que, pour r > et 6* > alors '^2{t,9) = 

d 

^c{{t + i9f,{T - i9f). On a donc ^'2(t,0+) = — ^2(t,0+) = ce qui 
donne Rr{^2-, {La — L-â)Mf2){j^ 0"'") = 0, et par suite 

hULa -Lâf,^2,Mf2) = hiLa - Lâ, {La - Lâ)^2,Mf2) 
= 2i T^[{La-Lâ)^2{r,0+)—a{T,0)- — [{La-Lâ)^2]{r,0-')a{T,0)]dT. 

Par hypothèse, la fonction est donnée par ^m{ti,t2) = (^'"^ +^^c)(^l, ^2) 
pour h > t2 > avec S yect(5+(A, S); (A, S) G 5oZ(L,Ai) x 
Sol{L, A2)). Par ailleurs, on a les égalités suivantes : 

{La, - La,){^rn)r = {{Ll - L2)*m), = ((^1 " ^2)^-+),, + ^{{Ll,c " L2,c)^'c), 

{La - Lâ)-^2{T, 9) = ((Li,e " ^2,^)^-0) ((t + i9f, {t - i9f) pour (r, G M; 
Ainsi, on obtient 

(V -L«2)(^'m),(r,0+) = z(L«-L^)^2(r,0+) 

— [(L„, - L,J(^'„Or] (r, 0+) = [(L, - Lîj)^'2] (r, 0+). 
Grâce aux expressions obtenues précédemment de /^((L^j — 

La2?,{^m)r,{Mfm)r) et /2((^a - ^2, X/2), OU en déduit 

/;((L,, - L,J2^ {Mfr^)r) + 2l2{{La " Lâ)', ^2,^^/2) = 0. 
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5.2.3 Recollement sur H • ^{{12, H q)+) 

En utilisant l'isomorphisme w et les résultats du paragraphe précédent, 
nous étudions à présent les conditions nécessaires et suffisantes pour que les 
fonctions et ^'2 vérifient les relations (TZec) pour tout / G • t37((33 n 

q)+))- 

Pour P G C[(5, 5"] et / G T>{U), on a de manière immédiate 



{d{P)T^, f) - (Ta(p)$, /) = / mX)d{P)f{X) - d{P)^X)f{X)]dX 

o w{X){d{P)f) o w{X) - {d{P)^) o w{X)f o w{X)]dX. 

Par ailleurs, pour toute application g de classe sur un ouvert de q, 
on a 

d{Q){g ozu) = -d{Q){g) o tu 

et 

d[S){goTu) = d{S){g)oru. 

Ainsi, comme ^ est solution du système {E-^ sur q'''^^, la fonction ^ ow 
est solution du système (E^^) sur q^'^^ 011 x~ est le caractère de €[(5,5*0] 
déterminé par x"(Q) = -x{Q) = -(A1+A2) et x~{So) = x{So) = (Ai-A2)^. 

D'autre part, comme \ô\ est ro- invariant, on a o w) = o -cj = 

^ ow. 

On remarque que les fonctions u et î; caractérisant les orbites semi- 
simples (avec u + V = Q et uv = S) satisfont les relations suivantes : 

u o wiX) = -v{X) pour X emn q^'^f 
Ainsi, on obtient 

§ o w{X) = -u{X)) = ^n,(-M(X), -v{X)) pour X G m n q''^^ 

^ow{X^^e) = ^{Xg^^) = ^'2(^,r) = '^2{±0,±t), pour X^^g G 02- 

On introduit alors les fonctions et ^'2 définies par 



^miti,t2) = ^m(-ii,-i2) pour (ti,i2) S tel que (ti -t2)tit2 
*2(r, 0) = ^2{0, t) pour (r, 0) G {R*f 

de telle sorte que {\6\^ o tx;)^, = ^„ et (|(5|<ï> o -07)2 = ^2- 

Par ailleurs, pour tout / G 'C(q), on a MhU o w) = Ainif) o w et 
/ G •cî7((33nq)+) si et seulement s\ fow G • (33nq)+). On obtient 
alors le résultat suivant : 
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Corollaire 5.2.3. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

1. La fonction solution du système (E^) sur (C^^ , vérifie {d{P)T^, f) — 
{Tg^p)^,f) = pour tout f G V{H ■ w{{i3 n q)+)) et P e C[Q, Sq], 

2. Les fonctions ^2 vérifient les relations (JZec) pour tout f E 

3. Les fonctions ^'^ et ^2 vérifient les relations (TZec) pour tout f E 
P(if-(33nq)+). 

La proposition 5.2.3 permet alors d'obtenir le résultat suivant : 

Corollaire 5.2.4. Les trois assertions suivantes sont équivalentes : 

1. Pour tout f E V{H ■ tu{{j3 Ci q)+)), on a 

Im{Li + L2, ^m,A^/m) + 2/2 (L« + L^, ^ 2, M f2) = 0- 

2. Pour tout T > 0, on a 

^(î'^),(T,0+)-^^2(r,0+)=0 
^2(t,0+) = 

3. Pour tout f E T>{H ■ ^((33 n q)+)) et pour tout t > 0, on a 

i?e((^'m)r., {M{f o tu)^)^.){t, 0+) - Re{i'2,M{f o w)2){t, 0+) = 0. 

Comme la fonction $ o tu est solution du système (E^-) sur q'''^^, on 
obtient alors grâce au corollaire 5.2.2 et à la proposition 5.2.4 : 

Corollaire 5.2.5. 1. Les fonctions et ^2 satisfont l'une des condi- 
tions équivalentes du corollaire 5.2.4 précédent si et seulement si il 
existe *+_ E Vect{S+ {A, B); {A, B) E Sol{L,-Xi) x cSo/(L, -A2)) et 
^'cx- G Vect{[A,B];{A,B) E Sol{Lc,-Xi) x Sol{Lc,-X2)) telles que 

pour ti>t2>0 alors ^n,(-ti, -t2) = ^m(ii, ^2) = "^^^ {h, t2) + i^c,x- ih,t2) 
pour T>0 et9>0 alors ^'2(6', r) = ^'2(r, 9) = ((r + ^6l)^ (r - lOf) 

2. Dans ce cas, pour tout f E V^H ■ ^((33 n q)+)), on a 

Im{{Ll - L2f, ^m, Mf^) + 2/2((L, - L^f, ^2,Mf2) = 0. 

5.2.4 Recollement sur U 

La synthèse des résultats des trois paragraphes précédents nous permet 
de donner maintenant les conditions nécessaires et suffisantes pour que les 
fonctions ^tn et ^'2 vérifient les relations (TZec) pour tout / E V(pl). Nous 
gardons les notations ^'m et ^2 du paragraphe précédent. 

Commençons par rechercher les fonctions ^'2 compatibles avec les 
résultats des corollaires 5.2.2 et 5.2.5. 
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Proposition 5.2.5. La fonction ^2 satisfait, pour tout r G M* , les relations 

( ^2(r,0+)=0 

\ ^2(-r,0+) = ^2(0+,r) =0 

si et seulement si il existe £ Vect {1^X1,^X2], [^XiiWx^j + iWx^^, ^X2]) ie.lle 
que, pour tout (r, 6) G (M+)^ on ait ^2{t, 0) = {{t + lOf, (r - i9)'^) . 

Preuve : Par le corollaire 5.2.2, la condition ^2{t,^^) = implique qu'il 
existe dans Vect{[A, B]; {A, B) G Sol{Lc,Xi) x Sol{Lc,\2)) telle que , 
pour tout (r, 9) G {M.Xf, on ait ^2{t, 0) = ^'c ((r + zôf, (r - i9f) . 

Ainsi, on veut déterminer les fonctions de cette forme telles que, pour 
tout r > 0, on ait 

lim ^MO + iT?, (0 - irf) = 0. 

On remarque que lorsque ^ et i? sont des fonctions analytiques sur C, 
alors, pour r > 0, on a lim [A, B] ((9 + ît)^, (9 — ît)^) = 0. Pour r > 0, on 

61-^0+ 

a lim log ((9 + ir))^) = log(r^) + itt et lim log ((é* — ît)^) = log(r^) — zvr, 
6>-)-o+ e^o+ 

Ainsi, en posant z = {9 + ît)^, pour r > 0, on obtient 

lim \A,log(-)B](z,z) = - lim \log( ■) A, B](z,z) = -2i7rA(-T^)B(-T^) 

et lim [log(-)^,log(-)S](z,z) = 0. 

Ainsi, la fonction ^2 paire par rapport à chaque variable, définie sur 
par '^2{r,9) = [<^x„'^\2]{{t- + ^0f, {r - i9f) vérifie donc la condition 
4>2{t,0+) = 0. 

Considérons = ai2[$Ai, W^Aa] + a2i[W"Ai, ^Aa] + a22[W"Ai, W^Aa]- On a 
donc 

= ai2{[^X,,WX2] + [$Ai,log(-)^A2]) +a2l(Ki,$A2] + [log(-)^Ai,^Aa]) 
+a22{[wx„WX2] + [log(-)$Ai,'U^A2] + [îi;Ai,log(-)^A2] + [log(-)^Ai,log(-)^A2]) 

et par suite 

^2(r,0+) = -2z7r(ai2 -a2i)^Ai(-r^)^A2(-r^) 

-2z7ra22(î«Ai(-T^)$A2(-T^) - wx2{-T^)^xA-'r^))- 

Comme wx, (t) = 27 + (1 + 27)Afct/4 + o^^q- (0 et ^a^ (t) = 1 + Afct/4 + 
O(_s.o-(i) la condition '^2{t,0'^) = donne Q12 — «21 = "22 = 0, et donc 

^c = ai,2{[^x„Wx2] + [Wx„^X2])- 

Finalement, les conditions ^'2(1", 0^) = ^2(7") 0^) = implique G 

Vect{[^Xi ) ^X2]j i^Xi ) ^Aa] + [^Ai ) ^Aa])- La réciproque est immédiate. ■ 
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Remarque 5.2.7. Pour A G C*, les solutions fondamentales et Wx = 
wx + log(-)$A de Sol{Lc, A) vérifient, pour tout z € C — M, 

^x{-z) = ^-a(^) et wx{-z) = w.xiz). 

Par suite, pour (21,22) G (C — M)^, on a les relations suivantes 

[^-Ai,^'-A2] (21,^2) = [^Ai,^'A2](-^l,-^2), 

{[<Î>^X,,W^X,] + [W^X„'Î>^X,]){Z1,Z2) 
= {[^X„WX^] + [wx„^X2]){-Zl,-Z2) + log{ziZ2)[^x^,^X2]{-Zl,-Z2). 

Ainsi, pour G yect([^>Ai , ^Aî], [^Ai , VFa^] + [Wx„<^x2]), fonc- 
tion "^2 paire en chaque variable définie sur (W^)'^ par ^2(7")^) = 
*c ((r + 10 (r - vérifie 

^2{r,e) = ^,,^-{{T + zef,iT-zef) 

où ^c,x- ^ Vect{[A,B];{A,B) G Sol{Lc,-Xi) x Sol{Lc,-\2)) satisfait 
^c.x" (-^1' -^2) = —'^c{—zi,—Z2) sur (C — M)^. Le résultat du lemme précédent 
est donc compatible avec celui du corollaire 5.2.5. 

Définition 5.2.4. On définit la fonction Sxi,X2 •5^'" (C*)^ par 

Sxi,X2{zi,Z2) = ([$Ai,'«^A2] + [wXi,^X2]){zi,Z2) + log | Zi 22 1 [$Ai , ^Aa] (^^l > ^2) 

de telle sorte que 

L Sx,,X2{^,z) = {[^x,,Wx2] + [Wx,,^X2]){z,z), pour tout z e C - R. 

2. Sx,,X2ih,t2) = {[^x^W^] + [W'^^,^x2])(h,t2), pour tout (^1,^2) G 
(M*)2. 

Théorème 5.2.1. Les fonctions et ^2 vérifient les conditions (TZec) 
pour tout f G T^iU) si et seulement si il existe 

1. G Vect{S+{A, B); {A, B) G Sol{L, Ai) x Sol{L, A2)) 

2. G yect([$Ai,^A2],'5A,,A2) 

telles que, pour tout (^1,^2) G (M*)^ — diag et {t,6) G (M^)^, on ait les 
relations 

*m(*i,i2) = '^+{ti,t2) + isigne{ti - t2)'^-iti,t2) 
et ^2(t,0) = ((r + ze)2,(r-î0)2) . 

Preuve : On suppose tout d'abord que et ^'2 vérifient les conditions 
(TZec) pour tout / G V{U). Par la proposition 5.2.2 et le corollaire 5.2.4, 
on a ^'2(r, 0+) = ^2(0"*", r) = pour tout r G M*. La proposition 5.2.5 
donne alors l'existence de G yect([<l>Ai 1 ^Aa]) '5ai,A2) telle que pour 
tout (r,e) G (M*)2, on ait ^2(t,^) = {{t + lOf ,{t - lOf) . Par les 
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corollaires 5.2.1 et 5.2.2 et les propriétés de symétries de î'm, il existe 
^+ G Vect{S+{A,B);{A,B) G Sol{L,Xi) x 5oZ(L, A2)) telle que, pour 
tout (ti,t2) G - d^a^, on ait ^'m(ii,t2) = ^'"'"(ti,i2) + isigne{ti - 

t2)^~(ii, ^2)- Maintenant les propriétés des fonctions [$Ai!^A2] ^t Sx^^x^ 
montrent que les fonctions et ^2 satisfont alors les propriétés du corol- 
laire 5.2.5. 

Réciproquement, on suppose que les fonctions et ^'2 sont données 
par ^'m(*i,*2) = *"^(ii,i2) + isigne{ti - t2)^~(ii, ^2), pour tout (ti,t2) £ 
{Wf - diag et par *2(r, 0) = ((r + lOf, (r - lOf) , pour tout (r, 0) G 
(M:;)2 où ^+ G Vect{S+{A,B);{A,B) G cSoZ(L,Ai) x 5o/(L, A2)) et G 
yeci([$Ai ) ^À2]> '5ai,a2)- Ainsi, les résultats des paragraphes précédents as- 
surent que les fonctions et ^2 satisfont les relations (TZec) pour toute 
fonction g dont le support est contenu soit dans H mOq (corollaire 5.2.1 
et proposition 5.2.2), soit dans • (33 H q)+ (corollaire 5.2.2 et proposition 
5.2.4), ou encore dans H ■ ■^((33 n q)+) (corollaire 5.2.5). 

Soit / G V{U). Commet = H -'rmiqU H ■ {^3nq)+U H ■ w{{^3nq)+), le 
théorème de partition de l'unité assure l'existence de fonctions ipm, f3 et ip'^ 
de classe C°° sur q telles que : (a) Support{ipm) C ff-^mPiq, Support{ip3) C 
^•(33nq)+, et Support{(p^) C H ■w{{^3nq)+), 

(b) ^suMf) < + ^3 + ^3 ^ 
Ainsi, on a / = + 933 / + 93 j^/ et par suite ^'^ et ^^2 satisfont les relations 
(TZec) pour la fonction / par ce qui précède. ■ 

Remarque 5.2.8. L'expression de la fonction ^2 dépendait jusqu'à présent 
du choix de la détermination du logarithme choisie pour décrire le système 
fondamental de solutions de Sol^^^x à travers la fonction '^c- L'expression 
obtenue pour ^2 dans le théorème ci-dessus en terme de la fonction Sx^,\2 
montre qu'elle est indépendante de ce choix. 

Soient et ^'2 satisfaisant les hypothèses du théorème précédent. Les 
fonctions \I' et <ï> = ^ s'expriment alors de la manière suivante en terme 
des fonctions u et v, qui caractérisent les orbites semi-simples. On rappelle 
que ces fonctions satisfont les relations suivantes : u{X) + v{X) = Q{X) = 
itr(X2), u{X)v{X) = S{X) = det{X) et u{X) - v{X) = Ô{X). Comme 
pour X G m n q, on a u{X) - v{ X) = 5{X) = \6{X)\ > et pour X G 02, 
on a |5|(X) = —iô{X) et u{X) = v{X), nous obtenons : 




Par ailleurs, pour tout X G q^^^, on a 



Sx„xMX),v{X)) = {[^x,,wx,] + [wx„^x,]){u{X),v{X)) 
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+{log\S{X)\)[^x,,^x,]{uiX),v{X)). 
On introduit alors les fonctions suivantes 



u — V 



i'sing '■= Z ~ r l™l 



U — V U — V 

^.■D U — V 

avec {A,B) G {(c^Ai,^a.), ('Î'Ai, iW{^,^x,), {WJ^^^WJ^J} ( le po- 
lynôme Sq = — 45 est à valeurs réelles sur q et So{X) > si et seulement 
si X e iï • mn q.) 

Théorème 5.2.2. 1. Les fonctions Fana, Fsmg et F^^, avec {A,B) S 
{(cï.A,,$A,), {<^x„Wl^), (VFj:^,^Aj, {Wl^,Wl^)} sont localement 
intégrables surU. 

2. Ces fonctions forment une hase des distributions propres invariantes 
surlA données par une fonction de L\^^{U)^ . 

Preuve : Soit F l'une des fonctions Fana, Fsmg ou Il suffit de mon- 

trer que, pour toute fonction / positive de T>(U), l'intégrale J^f\F\ est 

finie. En notant, comme précédemment ^ = \S\F, ceci revient à mon- 
trer grâce à la formule d'intégration de Weyl que, pour toute fonction / 

positive de VÇU), la somme = / |^m|(*i) *2)-A^/m(ii> ^2)^*1^*2 + 

Jti>t2 

8 [ \^2\iT,e)Mf2iT,e){T'^ + e^)dedT est ûnïe. 

Jt>o e>o 

Par partition de l'unité, il existe des fonctions fm, fs et de classe 
sur q de support inclus respectivement dans H mCi q, i7 • (33 n q)+ et 

H ■ ■uj{{i3 n q)+) telles que / = fm + /s + <?3- La convergence des intégrales 
pour g = f^, /s ou 53 découle des remarques 5.2.1 , 5.2.5 et 5.2.6 (voir 

preuves des lemmes 5.2.1 et 5.2.3) ce qui donne la première assertion. 

La deuxième assertion est alors une conséquence immédiate du théorème 

5.2.1. ■ 

5.3 Perspectives sur les distributions propres invariantes de 

Nous allons tout d'abord un lemme préciser la régularité des fonctions 
trouvées dans le théorème 5.2.2. 
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Lemme 5.3.1. Les fonctions Fana Fsmg s'expriment sous la forme sui- 
vante : 



Fana = fana{Q, Sq) et Fsing = fs{Q, Sq) + log \S\gsiQ, Sq) 

OÙ les fonctions fana, fs et Qs sont holomorphes sur C. 

Preuve : Soient f et g deux fonctions holomorphes sur C dont la série entière 
en zéro est de rayon de convergence infini. Alors, pour (x, h) G C^, on a 

f{x+h)g{x-h)-f{x-h)g{x+h) = h j {f'{x+th)g{x-th)-f{x+th)g'{x-th))dt. 

Ainsi, la fonction (x, /i) i— )• f(^+^)9{^-h)-fix-h)g(x+h) holomorphe sur C^. 
D'autre part, cette fonction est paire par rapport à h, donc elle admet un 
développement en série entière sur de la forme X^o<A: i ^k.ix 

Maintenant, pour X G q, on considère x = ^{X) et h = ^{X) de telle 
sorte que u{X) = x + h et v{X) = x — h. On obtient alors 

[/, g]{u,v) _ ^ Qfc,; ^kx2i _ "fc.' r^kci 

0<k,l 0<k,l 

Les définitions de Fana 

et 

Fsing donnent alors le résultat voulu . ■ 

Remarque 5.3.1. La fonction 5 = u — v correspond à un choix de racine 
carré du polynôme Sq = — 4S. Le lemme précédent exprime les fonctions 
Fana et Fging uniquement en terme des polynômes Q et S. Ces fonctions 
sont donc indépendantes du choix de cette racine carré. 

Corollaire 5.3.1. L'espace des distributions propres invariantes sur q 
définies par une fonction analytique sur q est engendré par Fana- 

Preuve : Comme les opérateurs d{Q) et d{S) sont polynomiaux, une simple 
intégration par parties sur q assure que Fana définit bien une distribution 
propre invariante sur q. Le résultat voulu est alors immédiat. ■ 

Proposition 5.3.1. La fonction Fsing est dans Lj^^{c\)^ . 

Preuve : Il suffit de montrer que log l^j G Ll^^{q)^ ou encore que pour toute 
fonction positive x dans 'E'(q), l'intégrale | log |5| | est finie. 

On a la décomposition q = qi © q2, oii qi = 






A 









A G Af2(M) > et q2 





^l 








B 






B £ M2(R)} . Soient 
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Qi (respectivement Q2) la forme quadratique définie sur qi (respectivement 
(\2) par 



Qi 



Ainsi on a 






A 









det(^) l^respectivement Q2 









B 






det(5) 



log\S{X)\\x{X)dX = / \log\Qi{Xi)\+log\Q2{X2)\\x{Xi+X2)dXidX2 



< 



+ 



qi xq2 



log|Qi(Xi 
(I log|ii|| + I log|t2 



log\Q2{X2)\\) x{Xl + X2)dXidX2 
MQi,Q2X{tl,t2)dtidt2, 



grâce à la relation 6 et au lemme 2.2.1. Comme les formes quadratiques Qi 
et Q2 sont de signature (2,2) , alors le théorème 2.2.1 permet d'affirmer 
que MQj^g2x(ti,t2) s'écrit sous la forme x{'ti,t2) = «(^1,^2) + \ti\b{ti,t2) + 
\t2\c{ti,t2) + \tit2\d{ti,t2), où a, b, c et d sont dans V{M?). Ainsi la dernière 
intégrale est convergente. D'où le résultat. ■ 

La méthode de descente utilisée pour l'étude de l'intégrale orbitale 
Mnif) d'une fonction / de I'(q) ne permet pas de décrire le comporte- 
ment de M-nif) au voisinage de 0. 

Ainsi, il ne nous est pas possible de préciser l'intégrabilité 
sur q ou non des fonctions de la forme F'^^ avec {A^B) G 

{($A,,^A2), (<&Ai,t^I,), {Wl.^x,), {Wl,Wl^)]- 

Pour la même raison, les intégrations par parties effectuées dans le pa- 
ragraphe 5.2 ne sont pas forcément licites pour / G î^(q)- Par suite, bien 
que la fonction Fging soit localement intégrable sur q, nous ne pouvons pas 
affirmer que cette fonction définit une distribution propre invariante sur q 
tout entier. 
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